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1 Johdanto

Téssa tutkielmassa tutkitaan ryhmié, joilla on ominaisuus nimeltd vahva mi-
nimaalisuus. Késite “olla vahvasti minimaalinen” tulee malliteoriasta, joka on
yksi logiikan ala. Tutkielman lukemiseen riittdnee jonkin logiikan kurssin — ku-
ten kurssin Logiikka T — tiedot, sekd ryhméteorian alkeet esimerkiksi kurssista
Algebra T.

Tutkielman alussa kerrataan tiiviisti tarvittavat malliteorian tiedot, osit-
tain ilman todistuksia. Seuraavaksi madritellddn kisite Morley-rank, joka liittyy
malleissa méaariteltdviin osajoukkoihin. Tdmén jilkeen médritelliin vahva mi-
nimaalisuus ja todistataan sille muutama perusominaisuus. Lopuksi tutkitaan
ryhmié malliteorian vélinein ja todistetaan, ettd d&rettomait vahvasti minimaa-
liset ryhmét ovat vaihdannaisia.

2 Mallit ja teoriat

Maiiritelmi. Madritellddn kaavat ja lauseet:

e Aakkosto L on joukko vakio-, funktio- ja relaatiosymboleita. Funktio- ja
relaatiosymboleille on maaratty paikkaluku, joka on positiivinen kokonais-

luku.
e L-termi on vakiosymboli, muuttujasymboli tai muotoa f(¢i,...,t,), jossa
f € L on n-paikkainen funktiosymboli ja t¢1,...,t, ovat L-termej.

e L-atomikaava on muotoa t; = ty, jossa t; ja to ovat L-termejd, tai muotoa
R(t1,...,tpn), jossa t1,...,t, ovat L-termejd ja R € L on relaatiosymboli,
jonka paikkaluku on n.

e L-kaava on joko L-atomikaava tai muotoa ¢ A1, ¢ tai Jxe, jossa ¢ ja ¢
ovat L-kaavoja ja x on muuttujasymboli.

Muut loogiset konnektiivit voidaan mééritelld lyhennysmerkintiné ylldole-
vien konnektiivien avulla seuraavasti:

° ¢V =(=p A1)
e = ==(¢NY)
e ¢y =(pN) A=Y A—9)

Masritelmé. Jos ¢ on L-kaava, niin ¢:ssd esiintyvien wvapaiden muuttujien
joukko on v(¢), joka méiritelldéin seuraavasti:

e Jos ¢ on atomikaava, niin v(¢) sisiltdd kaikki ¢:n termeissi esiintyvét
muuttujat.

o Jos ¢ = —p, niin v(¢) = v(¢).
o Jos ¢ =1 A x, niin v(¢) = v(¢p) Uov(x).
e Jos ¢ = Jxep, niin v(¢p) = v(Y)\{z}.

Muuttujasymboli x esiintyy L-kaavassa ¢ vapaana, jos € v(¢). L-lause on
L-kaava ¢, jolle v(¢) = @.



Jos kaavaa merkitdin ¢(z), jossa T = (x1,...,%,), niin merkintd tarkoit-
taa, ettd kaavassa vapaana esiintyvien muuttujien joukko siséltyy joukkoon
{z1,...,2,}. Samoin termeille kiytetdin merkintdd ¢(Z), jos t:ssd esiityvien
muuttujien joukko siséltyy joukkoon {z1,...,zp}.

Maiiritelmé. Jos L on aakkosto, niin L-malli on struktuuri A, johon kuuluu
joukko A, seki jokaista L:n vakio-, funktio- ja relaatiosymbolia kohden vakio,
funktio tai relaatio, jolla on vastaava paikkaluku. Toisin sanoen vakiosymbolia
¢ € L vastaa alkio ¢* € A, funktiosymbolia f € L, jonka paikkaluku on n,
vastaa funktio f4 : A™ — A ja relaatiosymbolia R € L, jonka paikkaluku on n,
vastaa relaatio R4 C A”.

Mairitelmé. Olkoon A aakkoston L-malli, (%) L-termi ja @ jono A:n alkioita.
Termin t(Z) tulkinta mallissa A muuttujien arvoilla @, jota merkitiin t4(a),
médritellidin seuraavasti:

e Jos t(Z) on muuttujasymboli z;, niin t4(a) = a;.
o Jos 4(7) = (1 (2), -, ta(@)), niin t4(a) = A (), .., 12(a).
Kaavan ¢(Z) toteutuminen tulkinnoilla a mééritellisin seuraavasti:

e Jos ¢(Z) on atomikaava muotoa ¢, (Z) = t2(Z), niin ¢(a) toteutuu A:ssa, jos
t(a) = t5(a). Jos ¢(Z) on muotoa R(t1(Z),...,t,(T)), niin #(a) toteutuu
Assa jos (t(a),...,t2(a)) € RA.

o Jos ¢(Z) = ¥1(T) A Ya(Z), niin ¢(a) toteutuu A:ssa, jos 1 (a) toteutuu
A:ssa ja Pa(a) toteutuu A:ssa. Jos ¢(Z) = —)(Z), niin ¢(a) toteutun A:ssa
jos ©¥(a) ei toteudu A:ssa.

e Jos ¢(Z) = F(Z,y), niin ¢(Z) toteutuu A:ssa jos on olemassa A:n alkio b,
jolle kaava (@, b) toteutuu A:ssa.

Merkintd A = ¢(a) tarkoittaa, ettd kaava ¢(Z) toteutuu mallissa A tulkinnoilla
a.

Maiésritelma. Aakkoston L teoria on joukko L-lauseita. Malli A toteuttaa teo-
rian T, jos se toteuttaa kaikki T:n lauseet. Mallin A tédydellinen teoria on kaik-
kien niiden L-lauseiden joukko, jotka A toteuttaa.

Maiiritelméi. Jonon a € A tyyppi on niiden L-kaavojen ¢(z) joukko, joille
pitee A = ¢(a).

Maiiritelmi. Relaatio R C A™ on maddriteltdvd, jos on olemassa L-kaava ¢(T),
jolle pitee A = ¢(a) tdsmélleen silloin, kun a € R. Jos R on méairiteltava
aakkoston L U A kaavalla, sen sanotaan olevan parametrein mddriteltdvd A:ssa.

Mallin aakkostoa halutaan usein laajentaa lisddmalla sithen vakiosymboleja.

Maéritelmi. Olkoon M aakkoston L malli ja A € M. Merkintd L U A tar-
koittaa aakkostoa, johon kuuluu kaikkien L:n symboleiden liséksi vakiosymboli
jokaiselle joukon A alkiolle. Aakkoston L U A kaavat ovat siis muotoa ¢(ZT,a),
jossa T on jono muuttujia ja @ on jono A:n alkioita. Tall6in M voidaan tulkita
aakkoston L UA malliksi siten, ettd L:n symbolien tulkinnat eivdt muutu, ja A:n
alkiot tulkitaan itselleen: jos a € A, niin a™ = a. T#td uutta mallia merkitiiin
(M, A).



Seuraava lause on yksi yleisimmin kiytetyistd tuloksista malliteoriassa. Se
otetaan kiytt6on ilman todistusta (ks. [3, s. 124]).

Lause 1 (Kompaktisuuslause). Jos teorian T jokaisella ddrelliselld osajoukolla
on malli, niin T :lld on malli.

Maiiritelmé. Jos A ja B ovat aakkoston L malleja, ja A C B, niin A on B:n
alimalli, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

e Jos @ € A" ja R € L on n-paikkainen relaatiosymboli, niin @ € R* jos ja
vain jos a € RP.

e Josa € A" ja f € L on n-paikkainen funktiosymboli, niin f4(a) = fZ(a).

A_ B

e Jos ¢ € L on vakiosymboli, niin ¢ c”.

Olkoon A on B:n alimalli. Nyt A on elementaarinen alimalli, jos kaikilla
L-kaavoilla ¢(z) ja kaikilla @ € A pétee A |= ¢(a) jos ja vain jos B | ¢(a).

Kuten kompaktisuuslause, my6s seuraavat lauseet otetaan kiyttoon ilman
todistusta. Ensimmé&inen on nimeltdin ylospdinen Lowenheim-Skolemin lause.
Toinen sanoo, ettd saman teorian mallit uppoavat samaan malliin. Todistukset
16ytyvit ldhteestd [3, s. 127,135].

Lause 2. Olkoon A aakkoston L ddreton malli. Jos « on kardinaeali ja v >
maz(|Al],|L|), niin A:lla on elementaarinen laajennus, jonka koko on k.

Lause 3. Jos malleilla A ja B on sama teoria, niin on olemassa malli C, ja
elementaariset upotukset f : A — C jag: B— C.

3 Morley-rank

Maiiritelméa. Olkoon A aakkoston L malli, ja ¢(Z) aakkoston L U A kaava.
Kaavan ¢(z) Morley-rank mallissa A, jota merkitddn MR(¢(Z)), méaaritelladn
seuraavasti:

e MR(¢(Z)) > 0, jos pitee A = I7(4(Z)).

e MR(¢(Z)) > a + 1, jos kaikilla n € N on olemassa A:n elementaari-
nen laajennus B, ja aakkoston L U B kaavat ¢;(Z),1 < i < n, joille
pétee B |=1;(T) — ¢(Z) ja B = VT —=(¥:(Z) A ¢;(Z)), kun i # j, sekd
MR(t:(2)) > .

e Jos o on rajaordinaali, niin MR(¢(Z)) > «, jos MR(¢(Z)) > [ kaikilla
ordinaaleilla 8 < a.

Tlloin MR(¢(Z)) on pienin ordinaali a, jolle MR(¢(Z)) 2 « + 1. Mallin A
Morley-rank on kaavan 2 = x Morley-rank A:ssa.

Huomioita askeisestd maaritelmastas:

e Miiritelméstd on helppo ndhda, ettd kaavan Morley-rank on monotoninen
implikaation suhteen, eli jos A = VZ(¢(Z) — ¥(Z)), niin MR(¢(z)) <
MR(%(Z)). Téstd seuraa, ettid kaikilla kaavoilla ¢(z) piatee MR(¢(z)) <
MR(z = z) = MR(4).



e Malli A on ddreton jos ja vain jos sen Morley-rank on vihintéén yksi. Ni-
mittdin jos A on ddretdn, niin kaavat ;(x) = (z = a;), jossa a; € A ovat
eri alkioita, kelpaavat méiiritelmén kaavoiksi. Toisaalta, jos MR(A) > 1,
niin A:lla on kaikilla n € N elementaarinen laajennus B, ja n kaavaa
joilla on toteuttajat B:ssd, mutta joiden toteuttajat ovat eri alkioita.
Siis mallilla A on elementaarisia laajennuksia, joissa mielivaltainen #3-
rellinen méaéri alkioita. Talloin A on ddreton, silla se toteuttaa kaavan

A3 (N (i = ;) ) laikilla n € N,

Lause 4. Jos mallin A Morley-rank on ddrellinen, niin siind ei voida millddan
kaavalla jdrjestid mielivaltaisen montaa alkiota.
Todistus. Olkoon ¢(x,y, Z) kaava ja b € A parametrit, joille on milli tahansa
n € N olemassa alkiot a;, 0 < i < n joille pitee A = ¢(a;, a;j,b) tismilleen
silloin, kun 7 < j.

Olkoon T seuraava teoria

T = Th((A, A)) U {é(cq. cs,b)|g, s € Q,q < s} U {~d(cq,cs,b)|q,s € Q,q > s},

jossa ensimméinen joukko sisdltda kaikki todet lauseet mallissa, jossa on lisdtty
A:n jokaiselle alkiolle oma vakiosymboli. Teorian T" aakkostossa on A:n aakkos-
ton liséksi vakiosymboli ¢, jokaista rationaalilukua g kohti sekd vakiosymbolit
kaikille A:n alkioille.

Jos T' C T on T'n déarellinen osajoukko, niin T":ssi voi esiintya vain dérelli-
nen midrd vakiosymboleita c,;. Merkitdin

{90, - -, qn} = {qlcq esiintyy T":ssi},

jossa o < @1 < ... < @. Oletuksen perusteella 7”:114 on malli, jossa cg on
tulkittu a,:ksi, kun alkiot a; on valittu oletuksen mukaisesti.

Kompaktisuuslauseen nojalla teorialla T on malli B.

Mallissa B on tulkinnat jokaiselle vakiosymbolille b € A. Lisdksi B:ssid on
totta B |= (b = ¢), kun b,c € A ja b # ¢, koska B toteuttaa kaikki A:n todet
lauseet. Tdmén nojalla voidaan samaistaa A:n alkiot symboleiden b € A tul-
kintojen kanssa, jolloin B:n rajoittuma A:n aakkostoon on A:n elementaarinen
laajennus.

On siis saatu mallin A elementaarinen laajennus B, jossa kaava ¢ méarittelee

alkioille ¢, jarjestyksen indeksin ¢ € Q mukaisesti. Toisin sanoen pétee

B ': ¢(C(15 CTvg)

jos ja vain jos q < r.
Osoitetaan nyt induktiolla, ettd MR(A) > n kaikilla n € N. Induktioviite
on seuraava: jos ¢,7 € Q ja max g < min 7, niin kaavan

wq,F(CU) = /\ ¢(anx75) A /\ ﬁQS(CT,x,B)

qeq TET

Morley-rank on vihint&in n. Jos tdma pétee kaikilla n € N, niin selvéisti MR(A) >
w.

Ensinnékin kaava 1z 7(x) toteutuu milld tahansa c,, jossamax g < s < minf,
joten MR(¢z7(x)) > 1.



Oletetaan, ettd MR (¢g,7(x)) > n kaikilla ,7 € Q, joilla § < 7, jossa n > 1.
Jos nyt ¢ < 7 ja m > 0, niin avoimella vililli (max g, min7) on A#rettémin
monta rationaalilukua. Otetaan niistd ag < -+ < @, ja madritellidn kaavat
Y;(x), kun 1 < i < m seuraavasti:

i (Z‘) = w(éaomawﬂ,(ai"'amf) (.23)

Nyt kaava t;(x) A 1b;j(z) on ristiriitainen, kun i < j, koska se on kon-
junktio joka sisiltdd molemmat kaavoista ¢(cq,,z,b) ja —é(cq,,x,b). Lisdksi
MR(%;(x)) > n, silld max(gag---a;—1) = a;—1 < a; = min(a; - - - a,7) seki

Yi(z) — Ygr(x). Koska m > 0 valittiin mielivaltaisesti, niin Morley-rankin
médritelmén nojalla MR (g 7(z)) > n + 1. O

4 Vahvasti minimaaliset mallit

Maisritelmé. Malli A on vahvasti minimaalinen, jos sen elementaarisissa laa-
jennuksissa kaikki parametrein méariteltivit joukot ovat &ddrellisid tai niiden
komplementti on direllinen.

Maisritelmé. Olkoon b alkio mallissa A, ja a jono A:n alkioita. T&ll6in b on
algebrallinen yli jonon a, jos on olemassa kaava ¢(z,a), jolle pitee A = ¢(b,a)
ja on vain direllinen mééra alkioita b’ € A, joille A = ¢(V',a).

Lause 5. Olkoon A on vahvasti minimaalinen ddretén malli, a € A™ sekd b ja c
alkioita, jotka eivdt ole algebrallisia yli a:n. Tdlloin b:lld ja c:lld on sama tyyppi
yli a:n.

Todistus. Jos b:1la ja c:ll4 olisi eri tyyppi, niin olisi kaava f(z,a), jonka b to-
teuttaa, mutta c ei. Téll6in kaavoilla f(z,a) ja —f(x,a) on molemmilla d4ret6n
miira toteuttajia, koska b ja c eivit ole algebrallisia. TAm& on ristiriidassa sen
kanssa, ettd A on vahvasti minimaalinen, joten b:114 ja c:114 on sama tyyppi. O

Lause 6. Jos alkio b on algebrallinen jonon a suhteen mallissa A, ja jokainen
a; € a on algebrallinen jonon ¢ suhteen, niin b on algebrallinen ¢:n suhteen.

Todistus. Olkoon ¢(x,a) kaava, jonka b toteuttaa, ja jolla on m < w toteuttajia,
sekd kaikilla ¢ sellainen kaava v;(z, ¢), ettd a; toteuttaa sen, ja v;(z,¢):114 on
m; < w toteuttajaa. Madritellddn kaava

x(@,0) =39 | Nviy o) A é(e.9) A =320z | N\ 2 # 2 A N 6(z00)

1<j i

Niytetddn nyt, ettd y(z,c):114 on dérellinen méird toteuttajia. Ensinnédkin
jonoja g, jotka toteuttavat kaavat ;(y;, ¢), on IIm, kappaletta. Jos téllainen
y toteuttaa viimeisen kaavan, niin mahdollisia = on korkeintaan m kappaletta.
Toisin sanoen x(z, ¢):114 on korkeintaan m - IIm; toteuttajaa.

Koska b toteuttaa x(z,¢):m (gm paikalle voidaan valita @), niin b on algebral-
linen ¢:n suhteen. |



5 Ryhmien teoria

Siirrytddn nyt tutkimaan ryhmié.

Miéritelmé. Kiinnitetiifin aakkosto L = {1,-,( )7'}, jossa on siis yksi va-
kiosymboli sekd kaksipaikkainen ja yksipaikkainen funktiosymboli. Ryhmd on
aakkoston L malli, joka toteuttaa seuraavan teorian:

T= (Yavyts(e- (=) = (-y) )
Ve(r- -l =1Az"1 2=1),
Ve(l-z=zANz-1=21)}

Tastd eteenpiin kertolaskun merkki jatetdsn kirjoittamatta, eli = - y kirjoi-
tetaan zy.

Maaritelma. Ryhmiin liittyvid kisitteita:
e Ryhmi G on vaihdannainen, jos kaikille x,y € G pétee xy = yx

e Ryhmin G alimallia H (ylldolevan aakkoston mielessd) kutsutaan sen ali-
ryhmdksi. Talloin merkitddin H < G.

e Jos H < G, niin joukot, jotka ovat muotoa {xh|h € H}, ovat H:n sivuluok-
kia. (On helppo niyttad, ettd aliryhmén H eri sivuluokat muodostavat
ryhmén osituksen.)

e Aliryhmd H < G on ddrellistd indeksid, jos silld on vain direllinen maard
sivuluokkia. T&lloin sivuluokkien maarad kutsutaan H:n indeksiksi G:ssé
ja merkitddn [G : H].

e Jos alkiolle x € G pétee z™ = 1 jollain n > 0, niin x on ddrellisasteinen ja
pienin tillainen n on x:n aste.

e Alkiot a,b € G ovat konjugaatteja, jos jollekin € G pitee a = x~1bx.
Niiden alkioiden joukko, jotka ovat a:n konjugaatteja, on a:n konjugaatti-
luokka. (Myos konjugaattiluokat muodostavat G:n osituksen.)

Seuraava aputulos on ldhteestd [2, s. 108].

Lause 7. Jos ryhmdn G kaikki alkiot ovat ddrellisasteisia ja G\{1}:n kaikki
alkiot samassa konjugaattiluokassa, niin G on vaihdannainen ja |G| < 2.

Todistus. Olkoon g € G, g # 1. Nyt g:n aste on muotoa pk, jossa p on alkuluku,
joten alkion ¢g* aste on p. Koska konjugaateilla on keskeniifin sama aste, niin
kaikilla joukon G\{1} alkioilla on sama aste. Siis k = 1 ja kaikkien alkoiden aste
on p. Koska ¢g~! # 1, niin on olemassa h € G, jolle g~' = h~'gh. Nyt

h2gh? =h™ g Hh=(h"'gh)" = (g") " =¢

ja yleisesti jos n € N, niin h~"gh" = ¢(—". Kun tihin sijoitetaan n = p,
saadaan g = ¢(~V". Jos p olisi pariton, niin pétisi g~! = g, eli g> = 1, jolloin
g aste olisi 2, eli p = 2, joka on ristiriita. Luvun p on siis oltava 2, jolloin
kaikki G:n alkiot g toteuttavat ¢ = ¢ '. Jos nyt a,b € G, niin ab = a0~ ! =
(ba)~! = ba, joten G on vaihdannainen. Jos a,b € G\{1}, niin jollain h € G
pétee a = h~'bh = h~'hb = b. G:ssi on siis korkeintaan yksi 1:stéi eroava alkio,
joten |G| < 2. O



Lause 8. Jos ryhmdin G aliryhmien H ja K indeksit ovat ddrellisid, niin myds
H N K:n indeksi on ddrellinen.

Todistus. Niytetdin ensin, ettd ryhman H N K indeksi H:n aliryhm#nd on 44-
rellinen, eli [H : HN K] < oo. Jos alkiot a; € H,1 < i < n ovat eri si-
vuluokissa H N K:n suhteen, niin aj_lai € H. mutta aj_lai ¢ H N K. Siis
a;lai ¢ K, joten alkiot a; € G ovat eri sivuluokissa K:n suhteen. Koska K':n
indeksi on dérellinen, niin alkioita a; voi olla korkeintaan [G : K] kappaletta,
joten [H: HN K| < [G: K] < 0.

Nyt riittdd todistaa seuraava viite: jos K < H < G ja indeksit [G : H] ja
[H : K] ovat aérellisid, niin my0s [G : K| on dérellinen. Olkoon tilanne kuvatun-
lainen seké (a; H )1<i<n kaikki H:m sivuluokat G:ssé ja (b; K )1<;<m kaikki K:mn si-
vuluokat H:ssa. Jos x € GG, niin jollain ¢ pitee x € a;H, eli a;lx € H. Nyt jollain
j pétee a;lx € b;K, eli z € a;b;K. Toisin sanoen luokat (a;b; K)1<i<n,1<j<m
osittavat koko G:n, eli kaikki K:n sivuluokat ovat tdtd muotoa. Toisin sanoen
K:n indeksi on nm, joka on aérellinen. O

Askeiset lauseet kiyttivit muotoiluissaan ja todistuksissaan pelkiistdin al-
gebraa, mutta seuraava lause liittda toisiinsa ryhmien algebrallisen ja loogisen
rakenteen.

Lause 9. Jos ryhmdin G Morley-rank on 1, niin silld on mddriteltivd aliryhmd
G°, jonka indeksi on ddrellinen ja jokainen mddriteltdvd ddrellisindeksinen G:n
aliryhmd sisdltid G°:n.

Todistus. Niytetdin ensin, ettei G:n médriteltavilla aliryhmilla voi olla mielival-
taisen suuria ddrellisid indekseji. Oletetaan péinvastoin, ettd kaikilla n € N olisi
kaava ¢(z), joka médrittelee aliryhmén, jonka indeksi on dérellinen ja vihintain
n. Talloin kaavoilla ¢;(z, a;) = Jy(P(y) Ax = a;y) saadaan médriteltyd kyseisen
aliryhmén sivuluokat, kunhan parametrit a; € G ovat sivuluokkien edustajat.
Sivuluokat ovat ddrettomid, ja niitd on n kappaletta, joten téssd tapauksessa
ryhmén Morley-rank olisi vihintdin 2, joka on ristiriita.

On siis nidhty, ettd ddrelliset indeksit ovat ylhdiltd rajoitettuja. Otetaan
médriteltdva aliryhmé H, jolla on maksimaalinen &irellinen indeksi. Jos nyt K
on toinen médriteltiva aliryhmé, jolla on &drellinen indeksi, niin my6s H N K:n
indeksi on &érellinen (sekd HNK madriteltava), joten maksimaalisuuden nojalla
[G: HNK] < [G : H]. Toisaalta pitee HNK < H, joten tiytyy olla HNK = H,
eli H < K. Toisin sanoen H sisdltyy kaikkiin mé#riteltdviin aliryhmiin, joilla
on darellinen indeksi, ja voidaan madritella G° = H. O

Seuraavat todistukset ovat (hieman muuteltuina) 1&hteestd [1, s. 50].

Lause 10. Jos ryhma H on ddareton, sen kaikki epdtriviaalit alkiot ovat konju-
gaatteja ja H ei ole vathdannainen, nitn H :lla on jono alkioita, joiden keskittdjit
muodostavat aidosti kasvavan jonon.

Todistus. Valitaan alkio a € H,a # 1. Tilléin a? # 1, silli muuten kaikki alkiot
olisivat astetta 2, ja H olisi niin ollen vaihdannainen. Siis a ja a~! ovat eri
alkioita ja 16ytyy b € H, jolle @ = ba~'b~!. Alkio b ei kommutoi a:n kanssa, silli
ab = ba~! # ba, mutta b> kommutoi a:n kanssa, silli

b2a = b(ba) = bla o) = b(b7a) " = baT b = ab®.



Nyt Z(b) € Z(b?). Oletuksen mukaan myds b? ja b ovat konjugaatteja, eli jollekin
c € H pitee b?> = cbc™!. Koska kuvaus = +— cxc™! on H:n automorfismi, niin
kaikilla n € N pétee

Z("be™™) C Z(" e (D)),
Né&in jono (¢"bc™™)nen on haluttu jono. O

Lause 11. Olkoon G ylinumeroituva vahvasti minimaalinen ryhmd. Tdlléin G
on vaihdannainen.

Todistus. Jos G ei ole vaihdannainen, niin sen keskus Z(G) on dérellinen. Olkoon
a € G\Z(G), ja b € G alkio, joka ei ole a:n suhteen algebrallinen (téllainen on
olemassa, koska G on ylinumeroituva). Néaytetdan, ettd b on algebrallinen yli
parin (a,bab™1): alkioita ¢, jolle cac™! = bab~! on #irellinen miird. Muuten
olisi (b=1c)a = a(b~'c) déirettdmin monelle ¢, jolloin a:n keskittéiji olisi déreton.
Koska alkion a keskittdja {z € Glax = xa} on madriteltiva aliryhmé, joka ei
ole koko G, niin sen on oltava dérellinen.

Nyt bab~! ei voi olla algebrallinen a:n suhteen, koska t&lldin b olisi algebral-
linen a:n suhteen. TAll6in b:114 ja bab~!:1l3 on sama tyyppi yli alkion a, joten b
on a:n konjugaatti. Koska G on ylinumeroituva, ja a:n yli algebrallisia alkioita
on vain numeroituva mairé, niin vain numeroituva m#iird G:n alkioista ei ole
a:n konjugaatteja. Koska sama pétee kaikille alkioille a € G\Z(G), niin kaikki
joukon G\Z(G) alkiot ovat toistensa konjugaatteja.

Nyt tekijiryhmad H = G/Z(G) on adretdn ja kaikki sen epétriviaalit alkiot
ovat konjugaatteja. Ryhmé H ei ole vaihdannainen, silli muuten siin olisi kor-
keintaan 2 alkiota. Edellisen kohdan oletukset ovat siis voimassa, joten H:sta
16ytyy dédreton jono alkioita (¢; Z(G))sen, joiden keskittdjat muodostavat aidosti
kasvavan jonon. Toisin sanoen alkiot (g;) voidaan jirjestdd seuraavalla ensim-
méisen kertaluvun kaavalla ¢;:

$1(z,y) b2(z,y) A ~pa(y, )

da(z,y) = Vz(Qw(os(w) A zz = wrz) — Jw(ps(w) A zy = wyz))
d3(x) = Vz(rz = zx)

Niin ollen aiemman tuloksen nojalla ryhmén G Morley-rank ei voi olla -
rellinen, joten G ei ole vahvasti minimaalinen. TAm& on ristiriita, joten G on
vaihdannainen. O

Lause 12. Jos G on ddreton vahvasti minimaalinen ryhmd, niin G on vaih-
dannainen.

Todistus. Ylospaisen Lowenheim-Skolemin lauseen perusteella G:1l14 on elemen-
taarinen laajennus H, joka on ylinumeroituva. Téall6in H on elementaarisesti
ekvivalentti G:n kanssa. T&ll6in jokainen H:n elementaarinen laajennus voi-
daan upottaa G:n elementaariseen laajennukseen, joten my6s H on vahvasti
minimaalinen. T&ll6in H on vaihdannainen.

Edelleen, koska G on elementaarisesti ekvivalentti H:n kanssa, niin G to-
teuttaa lauseen VaVy(zy = yx), joten G on vaihdannainen. O

3.

On mahdollista todistaa myds seuraava tulos (ks. [2, s. 108]).

Lause 13. Jos G on ddreton ryhmd, jonka Morley-rank on 1, niin G° on vah-
vasti minimaalinen. Erityisesti G° on vaihdannainen.



Toisin sanoen ryhmilld G, jonka Morley-rank on 1, on vaihdannainen ali-
ryhmi, jonka indeksi on darellinen.
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