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1 Johdanto

Tassa tutkielmassa tutkitaan proaarellisia ryhmia erityisesti Galois-teorian nakokul-
masta. Galois-teoria tutkii kuntalaajennuksia ja niiden symmetrioita. Nama sym-
metriat muodostavat ryhman, jota kutsutaan Galois-ryhmdaksa.

Galois-teoria on saanut nimensé ranskalaisen Evariste Galois'n mukaan. Galois tun-
netaan siita, etta han selvitti polynomiyhtaloiden ratkeavuuden kriteerin. Nykyai-
kaisella terminologialla ilmaistuna han todisti, etta polynomiyhtalo ratkeaa juuri-
lausekkeilla, jos ja vain jos polynomin juurikunnan Galois-ryhma on ratkeava. Myos
ratkeavan ryhméan kasite on saanut nimensa tasta yhteydesta ryhmaéteorian ja po-
lynomiyhtaloiden ratkeavuuden vélilla. Tassa tutkielmassa ei puhuta ratkeavista
ryhmistd, mutta késitteet juurikunta ja Galois-ryhmd maéaritelladn luvussa 5.

Kun Galois-ryhmalle annetaan sopiva topologia — niin kutsuttu Krullin topologia —
saadaan topologinen ryhma, joka on proddrellinen. Tama tarkoittaa, etta Galois-
ryhmat ovat aina aarellisten ryhmien kaanteisia rajoja eli projektiivisesti aarellisia.
Toisaalta kaikki tallaiset ryhmét ovat Galois-ryhmia. Taméa muotoillaan tarkemmin
ja todistetaan luvussa 8. Tata ennen esitellaan tarpeellisia esitietoja topologiasta,
ryhmateoriasta seka kunnista ja niiden laajennuksista.

Krullin topologia on nimetty saksalaisen Wolfgang Krullin mukaan, joka tunne-
taan paremmin hanen renkaisiin liittyvista tuloksistaan. Krull maaritteli topologian
Galois-ryhmiin 1920-luvulla ja sen avulla onnistui laajentamaan kuntalaajennusten
teorian aarellisistd laajennuksista adrettomiin. Ilman topologiaa adrettomien laa-
jennusten tutkiminen on vaikeaa, silla aarellisten laajennusten tulokset eivat pade
sellaisinaan.

Tutkielmassa tarkastellaan mychemmin Nottinghamin ryhmaéa, joka on esimerkki
pro-p-ryhmasta. Tama tarkoittaa, etta se on raja aarellisista ryhmista, joiden ko-
ko on jonkin kiinnitetyn alkuluvun potenssi. Lopuksi naytetaan, miten jokaiselle
proaarelliselle ryhmalle voidaan antaa mitta, jolla on hyddyllisia ominaisuuksia.

Lukijan on syyta tuntea kuntalaajennusten perusteet esimerkiksi kurssin Algebra I1
laajuudessa. Topologian alkeista olisi hyva tuntea ainakin kompaktisuus ja yhtenai-
syys. Joitain topologian tietoja esitelldan tutkielman alussa. Aivan lopussa tarvitaan
my0s mittateoriaa, mutta muissa osissa sita ei tarvita.

Merkinnoista

e Luonnollisten lukujen joukko N sisaltaa nollan.

e Aina, kun A on joukkoperhe, niin [JA = J,.4 A on A:n joukkojen yhdiste ja
A = ()44 A niiden leikkaus.



2 Topologian perustietoja

Tassa luvussa kiaydaan lapi sellaisia topologian tietoja, jotka ovat mychemmin tar-
peen. Myos muissa luvuissa tullaan kertaamaan joitain yksittaisia tuloksia, jos niita
tarvitaan todistuksissa.

2.1 Kannat ja esikannat

Maaritelma. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus.

e Joukko B C 7 on topologian 7 kanta, jos jokainen avoin joukko U € 7 voidaan
esittdd B:n joukkojen yhdisteena.

e Joukko B, C 7 on pisteen x € X ymparistokanta, jos jokaiselle pisteen x
ymparistolle U € 7 on olemassa joukko V € B, jolle V C U.

e Joukko 8 C 7 on topologian 7 esikanta, jos sen joukkojen darelliset leikkaukset
muodostavat 7:n kannan.

e Joukko 8§, C 7 on pisteen z € X ymparistoesikanta, jos 8,:n joukkojen darel-
liset leikkaukset muodostavat x:n ympéaristokannan.

Kantojen avulla voidaan maaritella uusia topologioita. Esimerkiksi, jos X; on to-
pologinen avaruus kaikilla 4 € I, niin néiden tulojoukolle X = [],.; X; saadaan
topologia ottamalla esikannaksi joukot muotoa p; '(U), jossa U C X; on avoin ja
p; on projektiokuvaus p; : X — X,. Saatua topologiaa kutsutaan avaruuksien X;
topologioiden tulotopologiaksi.

Lause 2.1. Olkoot X ja 'Y topologisia avaruuksia ja f : X — Y kuvaus.

1. Jos 8 on avaruuden Y esikanta ja f~(U) on avoin kaikilla U € 8, niin f on
jatkuva.

2. Jos B on avaruuden X kanta ja f(U) on avoin kaikilla U € B, niin f on
avoin.

Todistus. Olkoon 8 avaruuden Y esikanta. Jos A C Y on avoin ja x € f~!(A),

niin on olemassa &dérellinen méaéara esikannan 8 joukkoja Uy, ...,U,, joille f(x) €
Un---NU,. C A. Talloin

ze fHU)N---NfHU) C fHA).

Ylldoleva leikkaus on avoin, joten f~'(A) on alkion x ymparisto. Tama patee kaikilla
r € f~1(A), joten f~(A) on avoin ja f on jatkuva.

Olkoon nyt B avaruuden X kanta. Talloin jokainen avoin joukko A C X on yhdiste
jostain kokoelmasta C'y C B, ja télloin

FA) = fJcw) = F(Ca),

joka on avoin, silld jokainen f(C4)m joukko on oletuksen nojalla avoin. O]



2.2 Kompaktisuus ja Tihonovin lause

Kompaktisuudelle on monta vaihtoehtoista maaritelmaa, joita kaytetdan tarpeen
mukaan eri paikoissa. Otetaan seuraava tulos kayttoon ilman todistusta:

Lause 2.2. Olkoon X topologinen avaruus. Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

1. Jos U on perhe X :n avoimia joukkoja, joirden yhdiste on koko avaruus X, niin
on olemassa darellinen osaperhe Uy C U, jonka yhdiste on myos X.

2. Jos F on perhe X :n suljettuja joukkoja, jolle jokaiselle adrelliselle Fo C F pdtee
N Fo # 0, niin F # 0. Toisin sanoen, jos F:n kaikki aarelliset leikkaukset
ovat epatyhgida, niin koko F:n leikkaus on epdatyhja.

3. Jos U on avoin joukko ja F perhe X :n suljettuja joukkoja, joiden letkkaus on
U:n osajoukko, niin myos jonkin F:n adrellisen osaperheen letkkaus on U:n
osajoukko.

Avaruutta, jolle jokin néista ehdoista on voimassa, kutsutaan kompaktiksi.

Seuraavaa kasitetta kaytetaan Tihonovin lauseen todistuksessa.

Maaritelma. Olkoon X joukko ja P(X) joukon X osajoukkojen joukko. Oletetaan,
ettd perhe L C P(X) on suljettu leikkauksen suhteen. Perhe & C L on L-filtteri,
jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

1. Jos A,BeJF, nin ANBeT
2. Jos AeFjaAC Bekl, nin BeT.
3.0¢F

Kaikkien L-filttereiden joukko voidaan jarjestaa sisdltymisen suhteen. Maksimaa-
lista L-filtteria kutsutaan L-ultrafiltteriksi. Zornin lemmasta seuraa, etta jokaisen
L-filtterin voi laajentaa L-ultrafiltteriksi.

Lemma 2.3. Topologinen avaruus X on kompakti, jos ja vain jos jokaisen suljet-
tujen joukkojen perheen ultrafiltterin W leikkaus (YW on epdtyhjd.

Todistus. Olkoon A perhe X:n suljettuja osajoukkoja, joiden aarelliset leikkaukset
ovat epatyhjia. Talloin A voidaan laajentaa filtteriksi F ottamalla mukaan kaikki
X:n suljetut osajoukot, jotka sisaltavat jonkin A:n aarellisen leikkauksen. Filtteri
F voidaan puolestaan laajentaa ultrafiltteriksi U, joka edelleen sisdltaa perheen A.
Koska U:n leikkaus on epéatyhja, on myos A:n leikkauksen oltava epéatyhjé, joten X
on kompakti.

Oletetaan nyt, ettd X on kompakti ja U on suljettujen joukkojen ultrafiltteri. Talloin
WU:n aarelliset leikkaukset ovat epatyhjia, joten U:n koko leikkauskin on epatyhja. [J
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Tihonovin lause. Jos avaruudet X; ovat kompakteja kaikilla i € I, niin myds
niiden tuloavaruus X = [[,.; X on kompakti.

Todistus. Lemman 2.3 nojalla riittaa nayttaa, etta mielivaltaisella X:n suljettujen
joukkojen perheen ultrafiltterilla F on epéatyhja leikkaus.

Jos F on annettu ultrafiltteri, méaritellaan kaikille ¢ € I perhe
F, = {F C X, | F suljettu ja F D p;(A) jollain A € F}.

Talloin F; on X;:n suljettujen joukkojen perheen filtteri:

e p;i(A) # 0 aina, kun A € F, joten () ¢ F;.

e Jos F' on mielivaltainen F;:n joukko, jossa F' D p;(A) ja A € F, niin kaikilla
suljetuilla H D F péatee H D p;(A). Siis H € ;.

e Jos F' D pi(A) ja H D p;(B) ovat mielivaltaisia F;:n joukkoja, jossa A, B € F,
niin niiden leikkaus toteuttaa

FNHDpi(A)Npi(B) Dpi(AN B).
Téssd myos AN B e JF, joten FNH € 3.

Néin ollen joukolla F; on epétyhja leikkaus: olkoon a; € (F;. Merkitddn a =
(ai)ier € X.

Osoitetaan nyt, ettd a € C' kaikilla C' € F, jolloin F:n leikkaus on epéatyhja. Olkoon
C € F, jolloin C' on suljettu joukko. Jos a ¢ C, niin a:lla on jokin avoin ympéristo
U= ﬂielo p; H(U;), jossa Iy C I on &drellinen, U; C X; on avoin ja CNU = . T&lldin

CcxX\U=Jx\p'(Uy),

i€lp

joten jokin suljetuista joukoista X \ p;'(U;) € F, koska F on ultrafiltteri. Nyt
pi(X\p; N (Uy) = X; \ Ui € F;, mutta a; ¢ X; \ U;, joka on ristiriita, silli a;
valittiin joukosta () ;. Siis a € C kaikilla C' € F. O

3 Polynomit ja potenssisarjat

3.1 Renkaat ja kunnat
Maaritelméa. Olkoon (R, +,-,0,1) struktuuri, jossa R on joukko, + ja - joukon R
laskutoimituksia sekd 0 ja 1 joukon R alkioita. Téll6in (R, +,-,0,1) on rengas, jos

seuraavat aksioomat patevat:

1. (R,+) on vaihdannainen ryhm4, jonka neutraalialkio on 0.



2. (R, ) on monoidi, jonka neutraalialkio on 1.

3. Kaikilla a,b, ¢ € R pétee a(b+ ¢) = ab+ ac sekd (a + b)c = ac + be.
Jos liséksi (R \ {0}, ) on vaihdannainen ryhmaé, niin R on kunta.
Tassa siis maaritelman mukaan rengas on aina ykkosellinen ja liitannainen. Renkaan
ei tarvitse olla vaihdannainen, mutta kunta on aina vaihdannainen.
Maaritelma. Olkoon R rengas. Joukko I C R on ideaali, jos seuraavat ehdot ovat

volmassas:

1. Kaikilla a,b € I my6s a +b € I.

2. Kaikilla a € I ja z € R patee ax € I ja xa € 1.
Ideaali I on maksimaalinen, jos I C R ja ei ole olemassa ideaalia J, jolle I C J C R.

Huomataan, ettd ideaali I C R, jos ja vain jos 1 ¢ I. TAmén ja Zornin lemman avulla
voidaan nayttaa, etta jokainen R:n ideaali I C R voidaan laajentaa maksimaaliseksi
ideaaliksi.

Renkaan ideaali on tietyssa mielessa sama asia kuin ryhman normaali aliryhma. Sel-
laisen avulla voidaan maaritella ekvivalenssirelaatio, jonka suhteen laskutoimitukset
ovat hyvin maariteltyja.

Lause 3.1. Olkoon R rengas ja I sen ideaali. Talloin relaatio
a~bsa—bel

on ekvivalenssirelaatio ja renkaan R laskutoimitukset ovat ekvivalenssiluokissa hyvin
madriteltyji: Jos ay ~ ag ja by ~ by, niin (ay + by) ~ (az + ba) ja a;by ~ asbs.

Lisaksi, jos ~ on tallainen ekvivalenssirelaatio, niin se on yllamainittua muotoa
ideaalille I, joka on 0:n ekvivalenssiluokka ~:ssa.

Todistus. Olkoon I renkaan R ideaali. Jos a1 — ay € I ja by — by € I, niin
(CLl +bl) — (a2~|—b2) = (CLl —ag) + (bl —bz) el,
koska I on suljettu yhteenlaskun suhteen. Myos

albl — a/2b2 = al(bl - bg) + (CLl - CLQ)bQ el

Olkoon nyt ~ renkaan R ekvivalenssirelaatio, joka toteuttaa yllamainitut ehdot.
Merkitaan I:lla alkion 0 ekvivalenssiluottaa ~:ssa. Nyt jos a € I ja b € I, niin
a+b~04+0=0,joten a+0b € I. Jos x € R, niin edelleen ax ~ 0z = 0, joten
azx € I ja vastaavasti xa € I. Joukko I on siis ideaali.

Jos a,b € R, niin
a~b << a—b0~0 < a—-bel,

joten ~ on vaitettya muotoa. O
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Jos I on renkaan R ideaali, voidaan muodostaa tekijarengas R/I, jonka alkiot ovat
I'n madrédédmié ekvivalenssiluokkia. Télloin Lauseen 3.1 nojalla R/I:ssé laskutoimi-
tukset voidaan maaritelld R:n laskutoimitusten avulla. Osoitetaan nyt hyodyllinen
kriteeri sille, milloin tekijarengas on kunta.

Lause 3.2. Olkoon R wvaihdannainen rengas ja I sen ideaali, jolle I # R. Talloin
tekijirengas R/1 on kunta, jos ja vain jos I on maksimaalinen.

Todistus. Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

1. R/I on kunta.

Kaikilla z € R/I, jossa x # 0, on olemassa y € R/I, jolle yz = 1.
Kaikilla z € R\ I on olemassa y € R, jolle yxr — 1 € I.
Kaikilla z € R\ I pitee l e {yx +a |y € R,a € I}.

Kaikilla z € R\ I joukon I U {z} virittdmé ideaali on R.

S A S

I on maksimaalinen.

3.2 Potenssisarjat

Jos F' on kunta, niin F-kertoimisten polynomien joukko F'[t] on kokonaisalue. TAma
tarkoittaa, ettd kahden nollasta eroavan alkion f(t),g(t) € F[t] tulo ei ole nolla:
f(t)g(t) # 0. Sen jakokunta on F'(t) eli rationaalilausekkeiden kunta.

Jos polynomeissa sallitaan aarettoman monta nollasta eroavaa termia, niin saadaan
F:n potenssisarjojen rengas F[[t]]. Niiden kertolasku on hyvin mééritelty, silla jo-
kaiseen termiin vaikuttaa vain darellinen méara tekijoiden termeja. Tarkemmin: po-
tenssisarjojen rengas F'[[t]] on funktioiden f : N — F joukko. Niiden yhteenlasku
suoritetaan pisteittiin, eli (f + g)(n) = f(n) + g(n) ja kertolasku konvoluutiolla:

(Fo)m) = F(i)gmn ).

Alkiota f € F[[t]] merkitddn f(t) = > -,ant", jossa a, = f(n) ja t on vapaa
muuttujasymboli. Ensimmaista termia kutsutaan vakiotermiksi ja merkitdan ag =
£(0).

Jos f(t) = > .5 ait" € F[[t]], jossa ag # 0, niin silld on kiénteisalkio g(t)
F[[t]]. Merkitdan g(t) = .5, bt’, ja kirjoitetaan auki yhtalo g(t)f(t) =

= flt)™ €
1:
aobo =1
a0b1 + a1b0 =0
aobg + a1b1 + (lgbo =0
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Tistd voidaan ratkaista kertoimet by = ay ' ja b; = —ag’ > icj @j—ibi, kun j > 0.
Néin saatu sarja g(t) on sarjan f(t) kéénteisalkio renkaassa F'[[t]].
Potenssisarjojen renkaan jakokuntaa merkitaan F'((¢)). Yllaolevasta seuraa, etta jo-

kainen nollasta eroava alkio f(t) € F((¢)) \ {0} on muotoa t" fi(t), jossa n on ko-
konaisluku, fi(t) € F|[[t]] ja f1(0) # 0. Téllaisen sarjan kddnteisalkio on nimittain

T f(t) 7L jossa fi(t)t € F[t]].
Toisin sanoen sarja on aareton vain ”yhteen suuntaan”. Téallaisia sarjoja kutsutaan

Laurent-sarjoiksi. Huomaa, etta tama on eri asia kuin kompleksianalyysin Laurent-
sarja, joka voi olla "molempiin suuntiin” aareton.

3.3 Potenssisarjojen itseisarvo

Oletetaan, ettd R on kokonaisalue. Mééritellddn renkaaseen R[[t]] itseisarvo seuraa-

vasti:
>

>0

= 27", jossa n on pienin indeksi, jolle patee a,, # 0 (1)

seké |0] = 0.

Lause 3.3. Yhtdlolla (1) mddritelty itseisarvo toteuttaa seuraavat ominaisuudet:

1. |f(t) —g(t)| <277, jos ja vain jos f(t) = g(t) (mod t™).
Josa € R jaa#0, niin |a| = 1.
Jos [f(t) + g(t)] < max{|f(t)[,[g()[}.

[FBg@®)] = 1Ollg(®)].

Metriikka d(f(t), g(t)) = |f(t) — g(t)| on tdydellinen, eli jokainen Cauchy-jono
suppenee.

Cvoov o e

6. Summa ), o fu(t) suppenee, jos ja vain jos |fu(t)| — 0, kun n — oo.

Todistus. Itseisarvolle pétee, ettd |f(t)| < 27", jos ja vain jos f(t) = t"fi(t), jossa
fi(t) € R][t]]. Tasta kohta 1 seuraa suoraan.

Jos a € R jaa # 0, niin a # t"h(t) millidn h(t) € R[[t]], joten |a|] = 1. Jos
f(t) =t"fi(t) ja g(t) = t"g:(¢), niin f(t) + g(t) = t"(f1(t) + g1(¢)). Kohdat 2 ja 3
siis patevat.

Olkoot f(t) = " fi(t) ja g(t) = t"gi(t), jossa fi(t),g1(t) # O eli [f(t)] = 27" ja
lg(t)| = 27™. Talloin f(t)g(t) = t""™ f1(t)g1(t) ja koska R on kokonaisalue, niin
f1(0)g1(0) # 0. Siis |f(t)g(t)] = 27"+ = [ f(t)]|g(t)].

Osoitetaan, ettd metriikka on téydellinen. Jos (f;(¢)); on Cauchy-jono, niin kaikilla
n € N on jokin m, jolle |fi(t) — f;(t)| < 2= kaikilla 4, j > m. Toisin sanoen
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fi(t) = f;(t) (mod t"*) kaikilla 7, 7 > m. Valitaan téllainen m ja merkitidan a,:11a
termin ¢" kerrointa sarjassa f,(t).

Merkitaan

= Z ant”.

n>0

Jos nyt n € N ja 7 > m, jossa m on valittu kuten ylla, niin

fi(t) = fm(t) = f(t)  (mod 1°),
joten | f;(t) — f(t)| < 27" Siis fi(t) — f(¢), kun i — oc.
Naiin ollen jono suppenee, jos ja vain jos se on Cauchy-jono. Kohdan 6 ehto on selvasti
valttAméaton; osoitetaan ettd se on riittavd. Olkoon (fi(t));en jono potenssisarjoja,
joille |fi(t)] — 0, kun ¢ — 0. Merkitddn si(t) = Z?:o fi(t). Jos nyt n € N, niin
jollain m pétee |fi(t)] < 27", kun ¢ > m. Télloin kaikilla ¢ > j > m voidaan
arvioida kohdan 3 nojalla

[si(t) = s;(0)] = [fi2() + - - + fi@)] < max{[fj2 ()], ., [fi(B)]} < 27"
Siis jono (s;(t)); on Cauchy-jono, joten téaydellisyyden nojalla se suppenee. O

Itseisarvoa, joka toteuttaa kohdan 3, kutsutaan epdarkimeediseksi itseisarvoksi.

3.4 Sijoitushomomorfismit

Polynomirenkaasta R[t] voi méaritelld sijoitushomomorfismeja mihin tahansa R-
algebraan. Tassa tutkielmassa ei kuitenkaan tarvita yleista tapausta, vaan erikoista-
paus, jossa polynomeihin sijoitetaan polynomeja. Myohemmin kaytetaan erityisesti
homomorfismia, jossa potenssisarjaan sijoitetaan tietynlaisia potenssisarjoja.

Lause 3.4. Olkoon f(t) € R|[[t]] potenssisarja, jolle f(0) = 0 eli f(t) = tfi(¢)

jollain fi(t) € R|[t]]. Tdlldin on olemassa yksikdsitteinen jatkuva homomorfismi

hy : RIU) — R, jolle hy(t) = f(1).

Todistus. Jos hy(t) = f(t) ja hy on homeomorfismi, taytyy olla hf(3 ., ait’) =
D icn @ilf (t)* kaikilla darellisilla summilla. Jotta hy olisi myos jatkuva, on maaritel-

tava
i>0 i>0
Summa suppenee, silla |f(¢)] < 1, joten |f(¢)!| — 0, kun i — oco. O

Tatd homomorfismia kutsutaan sijoitushomomorfismiksi, jossa t:n paikalle sijoite-
taan f(t). Sen arvoa sarjalla g(t) € R][t]] merkitdan g(f(t)).

Lause 3.5. Olkoot f(t),g(t), k(t) € R[[t]] ja g(0) = k(0) = 0. Tdlloin hywy(f(t)) =
hi(hg(f (1)), eli sarja f(g(k(t))) on sama rijppumatta siitd, missd ]arjestyksessa
sijoitukset tehddaan.



Todistus. Tarkastellaan homomorfismia o = hy o hy : R][t]] — R][t]]. Télle pétee
a(t) = hi(hy(t)) = hi(g(t)) = g(k(t)). (2)

Toisaalta hg) on ainoa homomorfismi, jolle (2) pétee, joten o = hy(y). Néin ollen

hotey (f (1)) = a(f(t)) = hi(hg(f(1)))- O

Tama tarkoittaa, etta sijoitusoperaatio on liitannainen.

3.5 Laskutoimitukset modulo ¢"

Osoitetaan, etta potenssisarjojen laskutoimitukset ovat hyvinmaéaariteltyja modulo
t" kaikilla n € N. Intuitiivisesti on selvaa, ettd suurempi ¢:n potenssi ei vaikuta
pienempiin: esimerkiksi

(1+2t+at?)(=1+t+bt?) = -1 —t+ (—a+b+2)t* + (a + 2b)t* + abt?,
jossa ensimmainen ja toinen termi eivat riipu a:sta ja b:sta.

Lause 3.6. Olkoon R rengas ja f(t),q(t), h(t) € R[[t]]. Tdlldin seuraavat vdiitteet
patevat:

1. Jos f(t) = g(t) (mod t™), niin f(t)h(t) = g(t)h(t) (mod t™).
2. Jos g(0) = h(0) =0 ja g(t) = h(t) (mod t"), niin f(g(t)) = f(h(t)) (mod t").
0 ja f(t) = g(t) (mod t"), niin f(h(t)) = g(h(t)) (mod t").

Todistus. Kohta 1 seuraa siité, ettd (") = {t"f(¢) | f(t) € R][[t]]} on ideaali.
Olkoon nyt g(t) — h(t) = t"r(t) ja g(0) = h(0) = 0. Nyt kaikilla k£ € N pétee

3. Jos h(0)

o0 — (0 = 3 gty o)~ h(OYH(D)'"
=3 gt (b

joten g(t)* = h(t)* (mod ") kaikilla k € N. Niin ollen f(g(t)) = f(h(t)) (mod t").
Lopuksi: jos h(t) = thy(t) ja f(t) — g(t) = t"r(t), niin

f(h(8)) = g(h(t)) = t"ho (8)"r(h(t)),
joten f(h(t)) = g(h(t)) (mod t™). O
Lauseen 3.6 nojalla yhteenlasku, kertolasku ja sijoitus ovat hyvin maariteltyja mo-
dulo ¢". Voidaan siis mééritella tekijarengas R[[t]]/(t"), jonka alkiot ovat polyno-

mien jaannosluokkia modulo ¢". Tassa renkaassa on edelleen méaaritelty renkaan
laskutoimitusten lisaksi sijoitusoperaatio, kunhan sijoitettavan vakiotermi on 0.
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4 Adsrelliset kunnat

4.1 Alkukunnat

Olkoon p alkuluku. T&ll6in pZ on kokonaislukujen renkaan Z maksimaalinen ideaali,
joten tekijarengas F, = Z/pZ on kunta.

Maaritelma. Olkoon F' kunta. Pieninta F:n alikuntaa kutsutaan kunnan F' alku-
kunnaksi. Jos F:n alkukunta on aarellinen, niin sen koko on F:n karakteristika, jota
merkitadn char /. Muuten char F' = 0.

Osoitetaan, etta kunnan karakteristika on aina 0 tai alkuluku ja etta karakteristika
maaraa alkukunnan isomorfiaa vaille.

Lause 4.1. Olkoon F kunta. Jos char F' on positiivinen, niin se on alkuluku p ja
F:n alkukunta on isomorfinen kunnan F, kanssa. Tdlloin patee myos

char F' = min{j > 0 | j1 = 0}.

Jos char F' = 0, niin F:n alkukunta on isomorfinen rationaalilukujen kunnan Q
kanssa.

Todistus. Olkoon char F' positiivinen. Koska jokainen F':n alikunta sisaltaa alkiot
j1 kaikilla j € Z, niin naita alkioita voi olla vain aarellinen maéra. Olkoon p pienin
positiivinen kokonaisluku, jolle p1 = 0. Jos p = ab, jossa a ja b ovat positiivisia
kokonaislukuja, niin (al)(bl) = pl = 0, joten joko al = 0 tai b1 = 0, koska F' on
kunta. Luvun p valinnan nojalla joko a > p tai b > p, eli toinen luvuista on p. Nain
ollen p on alkuluku.

Merkitdén L = {j1 | j € Z} C F. Jos j € Z, niin j = gp+ r joillain kokonaisluvuilla
q jar,jolle 0 < r < p—1. Talloin j1 = rl, joten L on aarellinen ja sisaltaa p
alkiota. Koska L on aarellinen kokonaisalue, niin se on kunta. Kunta L on pienin F:n
sisdltdma alikunta, joten char F' = p. Kun maééritellddan g(x) = z1, jossa g : Z — L,
niin g:n ydin on pZ, joten g indusoi isomorfismin I, — L.

Olkoon nyt char F' = 0, eli F' ei sisilla yhtaan aarellista kuntaa. Ylldolevan nojalla
j1 # 0 kaikilla kokonaisluvulla j # 0. Maaritelladn kuvaus g : Q — F, g(a/b) =
al/bl aina, kun a,b € Z ja b # 0. Talloin g on hyvin mééritelty, silld jos a;/b; =
as /by kunnassa Q, niin aiby = agby eli (ag1)(bal) = (azl)(b11) ja g(ai/b1) = g(az/bs).
Koska g on homomorfismi kunnasta Q kuntaan F', niin g on injektio. Kuvaus g on
siis isomorfismi johonkin F':n alikuntaan. Koska jokainen F':n alikunta sisaltda g:n
kuvan, niin F:n alkukunta on ¢(Q), joka on isomorfinen Q:n kanssa. O

4.2 Olemassaolo ja yksikasitteisyys

Tutkitaan nyt, minkakokoisia aarellisia kuntia on olemassa. Olkoon F' aarellinen
kunta. Sen karakteristika on alkuluku p ja se sisaltaa alikunnan F,. Talloin F' on
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aarellisulotteinen vektoriavaruus yli IF,:n, olkoon sen dimensio n. Vektoriavaruudella
F onkanta {x1,...,z,} jajokainen Fn alkio on yksikésitteisella tavalla esitettévissa
muodossa ¢1z1 + - - - + ¢, Ty, jossa kertoimet ¢; € F),. Tallaisia esityksia on tasan p”
kappaletta, joten F'ssa on tasan p" alkiota. Nain ollen jokaisen adarellisen kunnan
koko on p" jollain alkuluvulla p ja positiivisella kokonaisluvulla n.

Jos p on alkuluku ja n positiivinen kokonaisluku, niin luonnollinen kysymys kuuluu:
onko olemassa kunta, jossa on p" alkiota? Vastaus on myonteinen, ja jokaista kokoa
vastaa isomorfiaa vaille yksikasitteinen kunta.

Todistetaan ensin olemassaolo. Tama tehdaan konstruoimalla jaottomia polynomeja
yli p:n alkion kunnan F,. Jos onnistutaan konstruoimaan jaoton polynomi f(t) €
IF,[t], jonka aste on n, niin saadaan kunta F,[t]/(f(t)), jossa on p" alkiota.

Todistetaan hieman yleisempi vaite, etta aina, kun F' on aarellinen kunta ja n on
positiivinen kokonaisluku, on olemassa jaoton F-kertoiminen polynomi, jonka aste
on n. Tama tapahtuu yksinkertaisesti laskemalla tallaisten polynomien lukumaéaara.
Lasku on perdisin kirjasta [2].

Laskennassa kaytetaan potenssisarjoja, joita yleensd kombinatoriikan yhteydessa
kutsutaan generoiviksi funktioiksi. Téalloin yleensd maaritelladn potenssisarja, jon-
ka kertoimet ovat laskettavien asioiden lukumaaria. Tassa tapauksessa ei toimita
nain, vaan johdetaan tuntemattomalle lukujonolle rekursioyhtalo ja kirjoitetaan se
potenssisarjojen muotoon.

Olkoon F' aarellinen kunta, jonka koko on ¢. Merkitaan astetta ¢ olevien jaottomien
paapolynomien lukuméairii a;:114. Selvisti a; < ¢°, koska kaikkia F-kertoimisia pa-
polynomeja, joiden aste on 4, on ¢’ kappaletta. Jokainen astetta m oleva paipo-
lynomi on yksikasitteisella tavalla esitettavissd jaottomien paapolynomien tulona.
Jos tallaisessa esityksessa m; on niiden tekijoiden lukumaéara, joiden aste on ¢, niin
my1 + 2mso - -+ + nm, = n. Ne m; tekijaa, jotka esiintyvét tulossa, voidaan valita
(“it’:i_l) tavalla. Tallaisia esityksia on siis yhteensa

n
> ottt
5 m; '
mi+-tnmy=n i=1

Astetta n olevia padpolynomeja on ¢" kappaletta, joten yllaolevan lausekkeen arvo
on ¢". Téstd saadaan rekursioyhtélo, josta periaatteessa voi ratkaista jonon (a;).

b =n i1 ’

Tavoitteena on todistaa, etta a;, > 0 kaikilla ¢, eli etta kaikenasteisia jaottomia
polynomeja on olemassa.

Jos yhtélo (3) kerrotaan t™:114, jossa t on muuttujasymboli, ja summataan yli n:n,
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saadaan vastaaville potenssisarjoille seuraava yhtalo:

(L—qt)' = Zt”” Zt" 3 H(az+mz—1)

n=0 mi+--4+nmp=n i=1

mzoﬂ (az +my — )tm _ U (,;) (ai +Z - 1)@)

Koska (“*™~ N = (—=1)™(7%), niin

S (01 Yom $ ()

m=0
joten yhtalo (3) saadaan muotoon

o0

S | (SO

i=1
Molempien puolten vakiotermi on 1, joten molemmille puolille voi soveltaa logarit-

mia:
x

—log(1l —qt) = — Zai log(1 —t").

=1

Sijoitetaan lauseke ) ., 2"/n = —log(1 — r) yhtaléon:

a; —_

Z =2 @)
n=1 =1 k=1

Vertaamalla n:n asteen kertoimia tasta saadaan

"/n—z ”:Ziai.

i|n i|n

TLtTL

Jos i on luvun n aito tekijd, niin i < n/2, joten a; < ¢* < ¢"/2. Koska

"> (n—1)g"?*> Zz’ai,

<n

niin a,, > 0. Toisin sanoen kaikilla n > 1 on olemassa n:n asteen jaoton paapolynomi
f(t) € F[t].

Lemma 4.2. Jos F' on kunta, jossa on q alkiota, polynomi t?—t hajoaa ensimmaisen
asteen tekijoihin kunnassa F. Kaikki F:n alkiot ovat (17 — t):n juuria.

Todistus. Multiplikatiivisessa ryhméssia F* = F'\ {0} on ¢—1 alkiota, joten jokaisen
alkion kertaluku on ¢ — 1:n tekija. Niin ollen jokaiselle o € F* patee a?~! = 1, joten
a? — a = 0. Tama patee myos, jos a = 0, joten polynomilla t¢ — ¢ on ¢ juurta

kunnassa F'. Toisin sanoen polynomin t¢ — ¢ voi esittdd tulona [] (t — «). O
aEl
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Lemma 4.3. Jos F' on kunta, jossa on q alkiota, niin jokainen asteen n jaoton
F-kertoiminen polynomi jakaa polynomin t7" —t.

Todistus. Jos f(t) on jaoton n:n asteen polynomi, niin kunnassa F'[t]/(f(t)) on ¢™ al-
kiota, joten Lemman 4.2 nojalla jokainen alkio on polynomin #?" —¢ juuri. Erityisesti
alkio ¢ toteuttaa t9" —t = 0 kunnassa F[t]/(f(t)), joten f(t) jakaa (t¥" —¢)m. O

Lause 4.4. Olkoon p alkuluku ja n posititvinen kokonaisluku. Talloin on olemassa
kunta F', jossa on q = p" alkiota, ja kaikki tamdnkokoiset kunnat ovat isomorfisia
keskenddan.

Todistus. Valitaan asteen n jaoton polynomi f(t) € IF,[t]. Talléin tekijarengas F,[t]/(f(t))
on kunta ja siina on ¢ alkiota.

Olkoon F' kunta, jonka koko on ¢. Koska f(¢) Lemman 4.3 nojalla jakaa polynomin
t9—t, joka hajoaa ensimmaéisen asteen tekijoihin kunnassa F', niin my6s f(t) hajoaa
F; olkoon « yksi niistd. Koska f(¢) on alkion o minimaalipolynomi yli kunnan F,,
niin laajennuksen [F,(a)/F, aste on deg(f(¢)) = n. Kunnan F,(a) koko on siis p™.
Néin ollen F' = F,(«), joka on isomorfinen kunnan F,[t]/(f(¢)) kanssa. O

5 (alois-teorian perusteet

Tassa luvussa esitellaan tarvittavat tiedot kuntalaajennusten teoriasta. Jos K on
kunta ja F' sen alikunta, niin K on F':n laajennus. Talloin puhutaan yleensa laajen-
nuksesta K/F.

5.1 Kuntalaajennusten Galois-ryhmat

Maaritelma. Olkoon K/F kuntalaajennus.

e Josz € K, niin z on algebrallinen yli kunnan F', jos on olemassa F'-kertoiminen
polynomi f(t) # 0, jolle f(x) = 0. Jos jokainen = € K on algebrallinen yli
F'n, niin K/F on algebrallinen laajennus.

e Jos yllamainittu f(¢) € F[t] on padpolynomi ja pienintd mahdollista astetta,
niin se on alkion x minimaalipolynomi yli kunnan F. On helppo osoittaa, etta
minimaalipolynomi on jaoton ja etta se on yksikasitteinen.

e Jos K/F on laajennus ja S C F[t] joukko polynomeja, niin K on Sm juuri-
kunta, jos jokaisella polynomilla f(¢) € S on deg(f(t)) juurta K:ssa ja K on
kaikkien S:n polynomien juurten virittama laajennus.

e Jos z € K, niin x on separoituva yli F:n, jos x on algebrallinen yli F:n ja
alkion x minimaalipolynomilla f(¢) ei ole derivaattansa f’(¢) kanssa yhteisia
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tekijoita. Jos jokainen x € K on separoituva yli F:n, niin K/F on separoitu-
va laajennus. Voidaan osoittaa, etta separoituvassa laajennuksessa alkioiden
minimaalipolynomeilla ei ole moninkertaisia juuria.

e Laajennus K/F on normaali laajennus, jos se on algebrallinen ja jokaisen al-
kion z € K minimaalipolynomi f(¢) € F[t] hajoaa ensimmaéisen asteen teki-
joihin K [t]:ssé.

e Laajennus K/F on Galois-laajennus, jos se on algebrallinen, normaali ja se-
paroituva.

e Kunnan K automorfismia ¢ sanotaan F-automorfismiksi, jos ¢|p = id. On
helppo néhda, ettd K:n F-automorfismit muodostavat ryhman, kun laskutoi-
mituksena on kuvausten yhdistaminen. Jos K /F on Galois-laajennus, niin tata
ryhméd kutsutaan Galois-ryhmdksi ja merkitdén Gal(K/F).

Osoitetaan, etta juurikunnat ovat tietyssa mielessa isomorfiaa vaille yksikasitteisia.
Tata lemmaa kéaytetaan myos seuraavan lauseen todistuksessa.

Kun 7 : K — L on kuntien vélinen homomorfismi ja f(¢) € K[t|, niin merkinta
7(f(t)) tarkoittaa L-kertoimista polynomia, jossa jokainen f(t):n kerroin on korvattu
kuvallaan 7:ssa. Toisin sanoen

T <Z aiti> = ZT(ai)ti.

i=0
Néin laajennettuna 7 on renkaiden K[t] ja L[t] vilinen homomorfismi.

Lemma 5.1. Olkoon 7 : F — L kuntien F ja L vdlinen isomorfismi ja f(t) € F[t]
polynomi. Jos K D F on polynomin f(t) juurikunta ja M D L polynomin 7(f(t))
Juurikunta, niin on olemassa isomorfismi o : K — M, jolle o|p = T.

Todistus. Kéaytetadn induktiota yli deg(f(¢)):n. Jos deg(f(t)) = 1, niin K = F,
M = L ja voidaan asettaa o = 7.

Olkoon nyt deg(f(t)) > 1. Jos kaikki f(¢):n jaottomat tekijat F[t]:ssd ovat astetta 1,
niin jélleen K = F ja M = L. Oletetaan, etté jokin f(¢):n jaoton tekija g(t) € Ft]
toteuttaa deg(g(t)) > 1. Nyt g(¢):114 on juuri o € K, koska K on f(t):m juurikunta.
Vastaavasti polynomilla 7(g(¢)) on juuri 5 € M.

Isomorfismi 7 voidaan laajentaa isomorfismiksi 7" kuntien F'(a) ja L(3) vilille si-
ten, ettd 7'(h(a)) = (7(h))(B) kaikilla h € F[t]. On helppo néhdé, ettd niin
maaritelty kuvaus on todellakin isomorfismi ja laajentaa kuvausta 7. Patee myos
ft) = (t = a) f1(t) jollain fi(t) € F(a)[t] ja T(f(1)) = 7'(f(t)) = (t = B)7'(f1(t)).

Nyt kunta K on polynomin f;(¢) juurikunta yli F'(«):n ja M on polynomin 7/( f;(¢))
juurikunta yli L(5):n. Koska deg(fi(t)) < deg(f(¢)), niin induktio-oletuksen nojalla
isomorfismi 7’ : F(a) — L(f) voidaan siis laajentaa isomorfismiksi o : K — M.
Talloin o laajentaa myos isomorfismia 7. 0
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Huomaa, ettd Lemma 5.1 antaa uuden todistuksen sille, ettd ¢:n alkion aarellinen
kunta on isomorfiaa vaille yksikasitteinen. Nimittain tallainen kunta on aina poly-
nomin t?¢ — ¢ juurikunta yli alkukuntansa.

Annetaan nyt yksinkertainen kriteeri sille, milloin kuntalaajennus on Galois-laajennus.

Lause 5.2. Olkoot K ja F C K kuntia, joille K/F on algebrallinen laajennus. Nyt
K/F on Galois-laajennus, jos ja vain jos F on jonkin K:n automorfismiryhman
kiintokunta.

Todistus. Merkitddn kunnan K kaikkien automorfismien ryhméd Aut(K):114. Ol-
koon G jokin Aut(K):n aliryhmé ja F' ryhmén G kiintokunta eli

F={ze K|¢(x)=aVpeG}.

Osoitetaan, etta talloin laajennus K/F on separoituva ja normaali.

Olkoon z € K ja f(t) alkion z minimaalipolynomi yli kunnan F. Osoitetaan, et-
ta f(t):114 on deg(f(t)) eri juurta K:ssa, jolloin K/F on normaali ja separoituva.
Merkitddn {z1, ..., z,}:114 alkion x rataa G:n toiminnassa ja

gty =(t—x1)...(t —z,).

Koska kaikki ¢ € G ovat F-automorfismeja ja f(¢) on F-kertoiminen polynomi, niin
kaikilla ¢ € G pétee

fle(@)) = @(f(x)) = #(0) = 0.
Toisin sanoen kaikki alkiot z; ovat f(¢):n juuria. Tésta seuraa, ettéd g(t) jakaa f(t):m.

Toisaalta kaikilla ¢ € G patee

p(g(t) = (t = p(1)) ... (= (@) = (t =21) ... (= 2,) = g(t),

koska ¢ permutoi alkion x rataa. Nain ollen jokainen ¢ € G kiinnittaa polynomin
g(t) kertoimet, joten kertoimet kuuluvat F':n eli g(t) € F[t]. Koska x on ¢(t):n juuri
ja f(t) alkion x minimaalipolynomi, niin myos f(t) jakaa g(t)m. Koska f(t) ja g(t)
ovat padpolynomeja, niin f(t) = g(t), eli f(¢):n aste on r ja f(¢):114 on r eri juurta
K:ssa. Laajennus K /F on siis normaali ja separoituva.

Olkoon K/F nyt Galois-laajennus. Merkitddn G = Gal(K/F), eli niiden K:n au-
tomorfismien ¢ ryhmaé, joille ¢|p = id. Nyt selvésti F sisdltyy G:n kiintokuntaan,
mutta ei ole itsestaan selvaa, ettei kiintokunta ole suurempi.

Olkoon x € K\ F. Tavoitteena on todistaa, ettd p(z) # x jollain ¢ € G, eli ettd = ei
kuulu G:n kiintokuntaan. Konstruoidaan ¢ transfiniittisella induktiolla. Merkitaan
k = | K| ja hyvinjarjestetdén kunnan K alkiot ordinaaleilla: K = {a; | i < k}.

Olkoon f(t) alkion = minimaalipolynomi yli F':n. Talloin f(¢):114 on deg(f(t)) > 1
eri juurta K':ssa, koska K/F on separoituva ja normaali laajennus. Olkoon y toinen
f(t)m juuri. Tall6in on olemassa F-isomorfismi ¢q : F(x) — F(y), jolle ¢o(x) = y.
Kun ¢ < k, maaritellaan pg:aa laajentava isomorfismi ; : F; — L;, jossa F; sisaltaa
kaikki alkiot o, jossa j < i. Tehdaan tama induktiolla seuraavasti:
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e Jos 6 < k on rajaordinaali, valitaan

F5:UE7 L6:ULi7 SO(SZUSOZ

<6 <9 1<d

e Jos i = j + 1 on seuraajaordinaali, otetaan alkion «; minimaalipolynomi
f(t) € Ft]. Valitaan kunnaksi F; polynomin f(¢) juurikunta, kun ajatellaan
f(t)m olevan Fj-kertoiminen polynomi. Nyt siis F; laajentaa Fj:td. Samoin
laajennetaan L; kunnaksi L;, joka on f(t):n juurikunta yli kunnan L;. Lem-
man 5.1 nojalla isomorfismi ¢; : F; — L; voidaan laajentaa isomorfismiksi
@i : I, — L;. Huomataan, etta a; € F; seka o; € L;.

Maaritelladn ¢ = ¢, ja huomataan, ettd F, = L, = K. Nain ollen ¢ on kunnan K
automorfismi ja p(z) =y # x. O

Otetaan vield kayttoon tulos aarellisistd Galois-laajennuksista, jota kiytetdan myo-
hemmin useaan kertaan. Lause on hieman eri lailla muotoiltuna todistettu esimer-

kiksi kirjassa [6].

Lause 5.3. Laajennus K/F on ddrellinen Galois-laajennus, jos ja vain jos F on
jonkin ddrellisen ryhmdn G < Aut(K) kiintokunta. Tdlloin Gal(K/F) = G ja laa-
jennuksen aste [K : F] = |G|.

5.2 Krullin topologia

Annetaan seuraavaksi Galois-laajennukseen liittyvalle Galois-ryhmalle topologia. Ol-
koon K/F Galois-laajennus ja G = Gal(K/F) sen Galois-ryhmé. Tarkastellaan G:n
aliryhmié, jotka ovat muotoa Gal(K/L), jossa L on kuntien K ja F vilissa oleva
kunta ja L/F on aérellinen Galois-laajennus.

Téllaiset laajennukset ovat muotoa L = F'(aq, .. ., a;), jossa virittdjaalkiot aq, . . . ,
ovat jonkin polynomin f(t) € F[t] juuret. Toisin sanoen L on aina jonkin F-
kertoimisen polynomin juurikunta. Jos L; ja Lo ovat kaksi tallaista kuntaa, jos-
sa L; on polynomin f;(¢) juurikunta, niin polynomin f; () fo(t) juurikunta L sisaltdéa
molemmat kunnat L;. Ryhmien kannalta taméa tarkoittaa, etta

Gal(K/L) C Gal(K/L;) N Gal(K/Ly).

Merkitadn S:114 kaikkien ryhmien Gal(K/L) < G joukkoa, jossa L/F on jonkin
F[t]:n polynomin juurikunta. Ylldolevan perusteella kaikilla Hy, Hy € § on olemassa
H € 8, jolle H < HyN H,. Taman perusteella on olemassa G:n topologia, jonka kan-
nan muodostavat 8:n ryhmien kaikki sivuluokat. Tata topologiaa kutsutaan Krullin
topologiaksi.

Luvussa 8 todistetaan, etta G varustettuna Krullin topologialla on topologinen ryh-
ma ja tutkitaan sen muita ominaisuuksia.
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5.3 Esimerkki: Symmetriset rationaalilausekkeet

Tassa esitellaan yksi esimerkki kaanteisesta Galois-ongelmasta, eli etsitaan annetulle
ryhmaélle (tdssd tapauksessa S,,:lle) kuntalaajennus, jonka Galois-ryhmé on isomorfi-
nen annetun ryhmén kanssa. Ryhmalle S,, yksi ratkaisu on laajennus, jossa kaikkien
rationaalilausekkeiden kunta laajentaa symmetristen rationaalilausekkeiden kuntaa.

Muuttujien ¢, . . ., t, rationaalilauseke h(t1, ..., t,) on symmetrinen, jos kaikki muut-
tujat ovat samassa asemassa, eli mitka tahansa kaksi muuttujaa voidaan vaihtaa kes-
kenaan ilman, etta lauseke muuttuu. Tasmallisemmin taman voi ilmaista niin, etta
ryhméan S,, toiminta

g (h(tl, PN ,tn)) = h(tg(l), PN ,ta(n))

rationaalilausekkeiden joukossa kiinnittdaa h:n kaikilla o € S,,.

Jos F on kunta ja ryhmé S,, toimii kunnassa F'(ty,...,t,) yllamainitulla tavalla, niin
sen kiintokuntaa K kutsutaan siis symmetristen rationaalilausekkeiden kunnaksi.
Talloin K on aarellisen automorfismiryhman S,, kiintokunta, joten Lauseen 5.3 no-
jalla F'(t1, ..., t,) on kunnan K Galois-laajennus, sen aste on [F'(ty,...,t,) : K] =S,
ja Galois-ryhma S,,.

Polynomin f(X) = (X —t;)--- (X —t,) kertoimet kuuluvat selvisti ryhmén S, kiin-
tokuntaan, koska kaikilla o € S, patee o(f(X)) = f(X). Siis f € K[X]. Merkitaan

kertoimia seuraavasti:
n

FX) =) (~1)is X"
=0
Nyt siis patee muun muassa s; = t1+- - -+t,, So = t1to+- - -+t 1tn ja s, =t - - t,.
Polynomeja s; kutsutaan symmetrisiksi alkeispolynomeiksi.

Kay ilmi, etta polynomit s; virittavat kaikki symmetriset rationaalilausekkeet, eli
K = F(s1,...,8,). Olkoon L = F(sy,...,$,). Nyt polynomin f(X) kertoimet kuu-
luvat myos kuntaan L, joten F'(ty,...,t,) on f(X):m juurikunta my6s yli kunnan L.
Siis

Koska L < K, niin L = K.

Lause 5.4. Jos F' on mielivaltainen kunta, ja tq,...,t, ovat muuttujasymboleita ja
S1y .-, Sn Symmetriset alkeispolynomit, niin laajennuksen F(t1, ... t,)/F(s1,...,Sn)
Galois-ryhmd on isomorfinen ryhman S, kanssa.

5.4 Esimerkki: A#rellisen kunnan airellinen laajennus

Olkoon F' adarellinen kunta, jossa on ¢ alkiota ja K on sen laajennus, jossa on ¢"
alkiota. Nyt kuvaus f(z) = 2% on K:n F-automorfismi. Sitd kutsutaan Frobenius-
automorfismiksi saksalaisen Ferdinand Georg Frobeniuksen mukaan. Osoitetaan,
ettd kaikki K F-automorfismit ovat muotoa f*, jossa 0 <k <mn — 1.
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Selvisti patee f* = id, koska f" kuvaa alkion x € K alkioksi 27" = =z, koska
kunnassa K on ¢" alkiota. Jos 0 < k < n, niin f*(z) = qu, joten f* ei ole id, koska
polynomilla 29" — 2 on korkeintaan q" juurta.

Automorfismin f kiintokunta sisaltaa tasmalleen polynomin t? — ¢ juuret. Niita on
korkeintaan ¢ kappaletta ja toisaalta kaikki F'n alkiot ovat (t? — ¢):n juuria. Kiin-
tokunta on siis F.

Nain ollen myos f:n virittdman syklisen ryhmén kiintokunta on F'. Lauseen 5.3
nojalla laajennus K /F on Galois-laajennus, jonka Galois-ryhmi on {id, f,..., f*'}.
Ryhmé Gal(K/F) on siis n:n alkion syklinen ryhma.

6 Ryhmien kaanteiset rajat

Tassa luvussa esitelladn kaanteisen jarjestelman ja kaanteisen rajan kasitteet. Nii-
den avulla voidaan muodostaa ryhmien perheestd uusi ryhma, jota annettu perhe
tietyssa mielessa ”1ahestyy”. Naille annetaan myos sovellus, jossa kuntalaajennusten
yvhdisteen Galois-ryhmé on yksittdisten Galois-ryhmien kdanteinen raja.

Maaritelma. Joukko I on suunnattu joukko, jos silla on jarjestysrelaatio < ja kai-
killa 7,5 € I on olemassa k € I, jolle i < k ja j < k.

Ryhmien kddnteinen jdrjestelmd on kolmikko ((G;)ier, (wij)i<j, L), jossa I on suun-
nattu joukko, G; on ryhma kaikilla ¢ € I ja ¢;; : G; — G; on homomorfismi aina,
kun ¢ < j seka kaikilla ¢ < 7 < k patee ;; 0 pji = @ig.

Ongelmana on loytaa tietynlainen ryhméa G ja homomorfismit v¢; : G — G;, jotka
muodostaisivat annetun kaanteisen jarjestelmén rajan. Ominaisuus, jonka haluam-
me rajan G toteuttavan, on se, etté ¢;; o 1); = 1; eli seuraava kaavio kommutoi:

a2, (4)

A |+

G

Talloin sanotaan, ettd homomorfismit 1; ja ¢;; ovat yhteensopivia. Lisaksi haluam-
me, ettd G on ”pienin” ryhmé, joka toteuttaa kaavion (4) eli jos H on ryhmaé ja
X: : H — G; ovat yhteensopivia homomorfismeja, niin on olemassa yksikasitteinen
homomorfismi f : H — G, jolle x; = v¥; o f kaikilla ¢ € I. Tamén voi ilmaista
seuraavalla kaaviolla:

0H—1-¢
Xi lwi
G,

Maaritelma. Olkoon ((G;)ier, (¢ij)i<j, I) ryhmien kéénteinen jérjestelméa. Sen kddn-
teinen raja on ryhmé G, joka on suoran tulon [[,.; G; aliryhmé ja méaéritellddn seu-
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raavasti:
G = {(9:i)ier | vij(g;) = g; kaikilla ¢ < j}.

Jos g = (gi)ier ja h = (h;)ier kuuluvat rajaan G, niin niiden tulo ryhméssa [[..; G;
on (g;hi)ier, joka toteuttaa ;;(g;h;) = ¢ii(g;)wij(hj) = gihi, joten tulokin kuuluu
G:hen. Vastaavasti g~! € G, joten G on ryhma.

Osoitetaan nyt, ettd ndin maéaritellylla rajalla on halutut ominaisuudet.

Lause 6.1. Olkoon ((Gi)icr, (¢ij)i<j, 1) ryhmien G; kddnteinen jdrjestelmd ja G
sen kddnteinen raja. Merkitddn 1;((9;)jer) = i, jossa ; : G — G, on siis projektio
ryhmdlle G;. Talloin ;; o ; = ; kaikilla i < j.

Lisaksi, jos H on ryhmd ja homomorfismit x; : H — G; toteuttavat p;; o X; = Xi,
nun on olemassa yksikasitteinen homomorfismi f : H — G, jolle pdtee x; = ;o f
kaikilla © € 1.

Todistus. Jos g = (gi)icr € G, niin ¢;;(g;) = ¢; kaikilla i < 7, eli ;;(¥;(g)) = ¥:i(9)
kaikilla g € G ja ¢ < j. Siis ¢;; 0 ¥; = ;.

Olkoot nyt H ja x; kuten ylla. Jos h € H, niin merkitdén f(h) = (x:(h))ier. Tal-
16in oletuksen perusteella patee ¢;;(f(h);) = f(h); kaikilla i < j, joten f(h) € G.
Maaritelman perusteella patee myos ¢; o f = x;. Tama on ainoa mahdollinen ta-
pa maééritelld f(h), silla vaatimus on, ettd x;(h) = ¥;(f(h)) = f(h);, joten f on
yksikasitteinen. [

6.1 Galois-ryhmien rajat

Naytetaan nyt, miten kaanteiset rajat liittyvat Galois-ryhmiin. Osoittautuu, etta
ryhmien raja vastaa Galois-laajennusten yhdistetta.

Olkoon F' kunta, K sen laajennus ja K; jokin valissa oleva F:n Galois-laajennus aina,
kun i € I. Oletetaan, etta kaikille kahdelle valissa olevalle kunnalle 16ytyy kolmas,
joka sisdltda molemmat. Yhtapitavasti voidaan olettaa, ettd I on suunnattu joukko
ja K; < K; aina kun ¢ < j. Talloin kaikkien kuntien K; yhdiste L = |J,.; K; on
myo6s kunta, ja se on F:n Galois-laajennus.

il

Merkitaan G;:114 laajennuksen K;/F Galois-ryhmééa, kun i € I. Tutkitaan laajen-
nuksen L/F Galois-ryhméé. Jos ¢ € Gal(L/F), niin ¢|k, € Gal(K;/F) = G;
kaikilla ¢ € I, silld K; on F'n normaali laajennus. Merkitddn s;(¢) = ¢|k,, jol-
loin s; : Gal(L/F) — G;. My6s kaikilla ¢ < j voidaan maééritelld homomorfismi
rij : G; — G, jossa automorfismi ¢ € G; kuvautuu automorfismiksi p|x, € G;.

Nyt 735 0 85 = s; kaikilla @ < j, silld (o|k;)|x, = ¢|k, aina, kun K; C K. Samoin
Tij © Tjr = T, kun ¢ < j < k. Ryhmat G; ja homomorfismit 7;; siis muodostavat
kddnteisen jarjestelmén ja kuvaukset s; : Gal(L/F) — G; ovat keskendén yhteenso-
pivia.

Merkitaan G:11a yllamainitun kaénteisen jarjestelmén kaanteistd rajaa. Nyt on yk-
sikésitteinen homomorfismi f : Gal(L/F) — G, jolle f(¢); = ¢k, kaikilla i € 1.
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Osoitetaan, ettd f on isomorfismi. Jos ¢ € Ker(f), niin ¢|k, = id kaikilla i € I,
joten p(z) = x aina, kun = € K; jollain ¢ € I, eli aina, kun = € L. Siis ¢ = id, eli f
on injektio.

Osoitetaan, ettd f on my0s surjektio. Olkoon (¢;)ier € G. Nyt ¢k, = ¢; kaikilla
i < j,elijosz e K; C Kj, niin ¢;(z) = ¢;(z). Toisaalta, jos z € K; ja x € K;
milla tahansa 7,7 € I, niin on olemassa sellainen k& € I, etta 7,57 < k ja talloin
i(z) = @rp(x) = p;(x). Siis ¢;(z) on sama kaikilla i € I, joilla se on mééritelty.
Kun z € L, merkitddn o(z):114 alkiota ¢;(x) € L, jossa ¢ € I on sellainen, jolle
r € K;. Télloin ¢ € Gal(L/F) toteuttaa |k, = ¢; eli s;(p) = ¢; kaikilla i € 1.
Toisin sanoen f(p) = (¢;)ier, joka valittiin mielivaltaisesti ryhméstd G. Kuvaus f
on siis surjektio, eli f on isomorfismi.

Lause 6.2. Olkoon I suunnattu joukko ja K kunnan F' laajennus. Oletetaan, ettd
kaikilla i € I on annettu kuntien K ja F vdlissd oleva kunta K;, joka on F:n Galois-
laajennus. Jos K; C K; kaikilla i,j € I, joille i < j, niin yhdiste L = J,c; K; on
F:n Galois-laajennus ja sen Galois-ryhma on

Gal(L/F) = lim Gal(K,/F).

7 'Topologiset ja proaarelliset ryhmat

Tassa luvussa yhdistetdan topologia ja ryhmaéateoria, erityisesti ryhmien kaanteiset
rajat. Aérellisten ryhmien kaanteisilla rajoilla on mielenkiintoisia topologisia omi-
naisuuksia, joihin tutustutaan proaarellisten ryhmien yhteydessa.

Topologisessa ryhmassa on seka ryhmén laskutoimitus etta topologia, ja naiden on
oltava keskenaan yhteensopivia seuraavalla tavalla.

Maaritelma. Olkoon G ryhmé ja 7 joukon G topologia. Talléin (G, 7) on topolo-
ginen ryhmd, jos kertolasku G X G — G ja kdanteisalkion ottaminen ()™!': G — G
ovat jatkuvia kuvauksia.

Maéaritelmasta seuraa valittomasti, etta kaikilla ¢ € G kuvaus x +— ax on homeo-
morfismi G — G. Se on nimittdin jatkuva ja myos sen kddnteiskuvaus z — a~'x on
jatkuva. Myo6s kaanteisalkion ottaminen on homeomorfismi, silla se on oma kaan-

teiskuvauksensa.

Maaritelma. Jos G on topologinen ryhmé, niin G' on proddrellinen, jos se on kom-
pakti, tdysin epayhtendinen ja toteuttaa Hausdorffin ehdon.

Lause 7.1. Topologisessa ryhmdassa G alkion 1 yhtendinen komponentti on G:n
aliryhmda ja sen siwuluokat ovat yhtendisia komponentteja.

Todistus. Seuraavaa faktaa kéaytetdan todistuksessa: jos f : X — Y on homeo-
morfismi, ja @ € X, niin f kuvaa amn yhtendisen komponentin f(a)m yhtenaiseksi
komponentiksi Y :ssa.
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Olkoon A alkion 1 yhtenainen komponentti ja a € A. Kuvaus x — ax on homeo-
morfismi, ja 1 — a € A, joten A:n kuva on A. Toisin sanoen aA = A kaikilla a € A,
joten A on G:n aliryhma.

Jos b € G, niin kuvaus x — bx on homeomorfismi, jolle 1 +— b, joten bA on alkion b
yhtenédinen komponentti. O

Lause 7.2. Jos G on kompakti topologinen ryhma, niin jokaisen G:n avoirmen ali-
ryhman indeksi on darellinen.

Todistus. Olkoon H kompaktin topologisen ryhmén G avoin aliryhmaé. Télléin sen
sivuluokat muodostavat G:n erillisen avoimen peitteen. Koska peite on erillinen, niin
silla ei ole aitoa alipeitetta. Kompaktisuuden perusteella H:lla on siis vain aarellinen
maara sivuluokkia. O]

Koska avoimen aliryhméan komplementti on sen muiden sivuluokkien yhdiste, niin
komplementti on avoin. Jokainen avoin aliryhmé on siis suljettu. Vastaavasti jokai-
nen suljettu aliryhmaé, jonka indeksi on aarellinen, on avoin.

Lause 7.3. Jos G on topologinen ryhma ja B on alkion 1 ympdristokanta, niin
kokoelma |, aB on topologisen avaruuden G kanta.

Todistus. Olkoon U C G avoin ja & € U. Nyt joukko 271U on 1 avoin ympéristo,
joten B:ssi on joukko Vi, jolle 1 € V, C 2~ 'U. Tillin 2V, on alkion z avoin
ymparisto ja zV, sisaltyy joukkoon U. Joukko U on siis yhdiste kaikista zV, € xB,
jossa xz € U. O]

Seuraava tulos on topologisten ryhmien versio Lauseesta 2.1.

Lause 7.4. Olkoot G ja H topologisia ryhmid ja g : G — H homomorfismi.

1. Jos 81 on alkion 1 ympdiristoesikanta H :ssa ja g~ (U) on avoin kaikilla U € 81,
nin g on jatkuva.

2. Jos By on alkion 1 ymparistokanta G:ssd ja g(U) on avoin kaikilla U € By,
nun g on avoin.

Todistus. Olkoon 8 alkion 1 ymparistoesikanta H:ssa. Jos x € X ja U on H:n avoin
osajoukko, jolle g(x) € U, niin g(x)~*U on avoin ja 1 € g(x)~'U. Talléin on olemassa
joukot Vi,...,V, € 8, joille 1 € N, V; C g(x) 'U. Merkitadn V =V, n--- NV,
jolloin g(z)V C U eli zg~'(V) C g }(U). Toisaalta joukko xg~'(V) on avoin ja
x € xzg 1 (V), joten g~ (U) on alkion z ympérist6. Kuvaus ¢ on siis jatkuva.

Olkoon nyt B, alkion 1 ympéristokanta G:ssa. Nyt kokoelma | J, ., B, on Lauseen 7.3

nojalla G:n ympéristokanta, ja g(zU) = g(x)g(U), joka on avoin aina, kun U € B,
ja x € G. Lauseen 2.1 perusteella ¢ on avoin. Il
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Lause 7.5. Jos X on kompakti Hausdorff-avaruus, niin alkion x € X yhtendinen
komponentti on kaikkien niiden X :n osajoukkojen leikkaus, jotka sisaltavat alkion x
ja ovat seka avoimia etta suljettuja.

Todistus. Olkoon D kaikkien z:n siséltavien avointen suljettujen joukkojen kokoel-
ma ja olkoon A = (D. Télloin jokainen C' € D sisaltdd x:n yhtendisen komponentin,
joten myos A siséltad sen. Riittéa siis ndyttad, ettd A on itse yhtendinen.

Olkoon A = U UV, jossa U ja V ovat erillisia ja suljettuja A:ssa. Oletetaan, etté
x € U. Koska A on suljettu X:ssi, niin U ja V ovat suljettuja X:ssd ja ovat siis
kompakteja. Nyt Hausdorffin ehdosta seuraa, ettd on olemassa sellaiset avoimet ja

erilliset U, V' C X, ettaU NA=UjaV' NA=V.

Koska A =D Cc U' UV’ ja X on kompakti, niin on olemassa dérellinen Dy C D,
jolle Dy € U' UV'. Merkitaan B = [ Dy, jolloin B on avoin ja suljettu. Joukko

U’ N B on selvisti avoin ja se on myos suljettu, silla V' N B on avoin ja
UnB=(X\(V'NnB))NnB.
Mutta talloinhan U' N B € D, silla x € U’ N B. Siis
AcUnBcCU

ja koska U = ANU’, niin A = U. Joukko A on siis yhtenéinen. O]

Seuraavan lemman todistus on peréisin kirjasta [9].

Lemma 7.6. Jos G on prodarellinen ryhmda, C' C G on avoin ja suljettu joukko ja
1 € C, nun C sisaltad G:n avoimen normaalin aliryhman.

Todistus. Tavoitteena on muodostaa C':lle pienempia ja pienempia avoimia osajouk-
koja, joista lopulta saadaan avoin normaali aliryhma.

Merkitdén f : G x G — G, f(x,y) = xy. Kuvaus f on siis ryhmén G kertolasku.
Koska G on topologinen ryhma, niin f on jatkuva.

Olkoon z € C. Nyt z7'C on alkion 1 avoin ympéristo. Niin ollen on olemassa
G:n avoimet joukot L, ja R,, jotka sisiltavat 1:n ja joille L, x R, C f~'(z71C).
Toisin sanoen L, R, C 2~ 'C. Joukot L, ja R, voidaan valita niin, ettd ne sisaltyvit
joukkoon C'.

Merkitdin S, = L,NR,, jolloin siis S, S, C 271C, ja S, on avoin sekd S C C'. Koska
C on G:n suljettu osajoukko, se on kompakti. Joukko C' voidaan peittaa avoimilla
joukoilla xS,, jossa x € (. Kompaktisuuden nojalla C:n voi peittda aarellisella
maaralla naita joukkoja, olkoon siis

i=1



23

Olkoon S =, Sy, Téll6in edelleen 1 € S ja S on avoin. Nyt joukolle S pétee:

CS = Lnj ;85,8 C O 2:54,8,, C C. (5)

i=1 i=1

Viimeinen osajoukkous johtuu siité, ettd S,S, C 27C kaikilla z € O

Merkitaan nyt T = SN S™! ja tarkastellaan joukon T virittdmaa ryhmad H. Koska
T on avoin ja epatyhja sekda T' C H, on ryhma H avoin. Osoitetaan, ettd H C C.
Koska T' = T!, niin H = Unso T, jossa joukko T™ sisiltdd kaikki T'n alkioiden
tulot, jossa on n tekijad. Talloin T C C ja jos T"' C C, niin yhtilon (5) nojalla

T =T""'TCcCScC,

joten T™ C C kaikilla n > 0, eli ryhmé H sisaltyy joukkoon C'.

Koska H on avoin, niin Lemman 7.2 nojalla H:n indeksi on aarellinen. T&lléin H:lla
on vain aarellinen maara konjugaatteja. Naiden konjugaattien leikkaus on avoin
normaali aliryhma, ja koska se sisaltyy ryhméan H, niin se sisiltyy joukkoon C'. [

Lause 7.7. Jos G on prodadrellinen ryhmd, niin sen avoimet normaalit aliryhmdt
muodostavat alkion 1 avoimen ymparistokannan.

Todistus. Olkoon A avoin joukko, jolle 1 € A. Osoitetaan, ettd on olemassa avoin
ja suljettu joukko C| jolle 1 € C' C A. Lemman 7.6 nojalla viite seuraa tasté.

Koska G on téysin epéyhtendinen, niin alkion 1 yhtendinen komponentti on {1},
joten Lauseen 7.5 nojalla patee

(D ={1}c4,

jossa D sisaltaa kaikki avoimet ja suljetut joukot, jotka sisaltavat 1:n.

Koska A on avoin ja kaikki D:n joukot suljettuja, niin kompaktisuuden nojalla on
olemassa &dérellinen kokoelma Dy C D, jolle (Do C A. Selvisti [ Dy on avoin ja
suljettu. O]

Lause 7.8. Topologinen ryhma G on prodarellinen, jos ja vain jos se on isomorfinen
kdanteisen rajan anGi kanssa, jossa G; ovat darellisia ryhmid, joilla on diskreetti
topologia.

Todistus. Jos G on aarellisten diskreettien ryhmien G; kaanteinen raja, niin G on
tulon [[, G; aliavaruus. Télloin G' on Hausdorff-avaruus ja téysin epéyhtenéinen,
silla naméa ominaisuudet patevat diskreeteille avaruuksille ja sailyvat tuloissa seka
aliavaruuksissa. Tihonovin lauseen perusteella tuloavaruus on kompakti, joten jos
raja G = lim G; on suljettu, niin sekin on kompakti. Joukko G on leikkaus joukkojen

Aij = {a S HGk | (Pij(aj) = a’i}
k
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leikkaus. Nama joukot ovat suljettuja, joten niiden leikkaus G on suljettu. Ryhma
G on siis kompakti, joten se on proaarellinen.

Oletetaan nyt, ettd ryhma G on proaarellinen eli G on kompakti taysin epayhte-
nédinen Hausdorff-avaruus. Tarkastellaan ryhmid G/N, jossa N on ryhmén G avoin
normaali aliryhma. Jos Ny < N, ovat kaksi tallaista aliryhmaéa, niin voidaan méaari-
telld surjektiivinen homomorfismi ¢ : G/N; — G/Ny, jolle ¢(zNy) = xN,. Selvisti
nama homomorfismit ovat keskenaan yhteensopivia.

Ryhmat N voidaan jarjestaa kaanteisen sisaltymisen suhteen. Tama on suunnattu
joukko: jos Nj ja Ny ovat kaksi avointa normaalia aliryhméaa, niin niiden leikkaus
N1N N, on avoin normaali aliryhmaé, joka sisaltyy molempiin. Talléin ryhmat N <1, G
ja homomorfismit ¢ muodostavat kaanteisen jarjestelman.

Olkoon L tamén jarjestelméan kaanteinen raja. Osoitetaan, etta L ja G ovat topolo-
gisina ryhmina isomorfisia.

Maéritelladn kuvaus f : G — L siten, ettd f(z) = (zN)nq,¢. Kuvausten ¢ méaéri-
telméan nojalla f(z) € L.

Osoitetaan, ettd f on surjektio. Naytetdén ensin, ettd jos x = (any/N)y € L, niin
joukko (y anN on epétyhjd. Olkoot Ny,..., N ryhmén G avoimia normaaleja ali-
ryhmié. Niiden leikkaus N' = NyN---N Ny <, G. Talloin alkion z aliryhmaa N’ vas-
taavalle komponentille ay' N’ patee an'N; = ay, N;. Toisin sanoen ay: € ()ay, Vi,
joten aarellinen leikkaus on epéatyhja. Koska joukot ayN ovat suljettuja ja G on
kompakti, niin my6s koko leikkaus (), an N on epétyhja. Olkoon a € () anN. Nyt
f(a) = (aN)y = (anN)n = x. Kuvaus f on siis surjektio.

Néytetdan seuraavaksi, ettd f on injektio. Avoimet normaalit aliryhmét muodostavat
alkion 1 ymparistokannan ja niiden leikkaukseen voi sisaltya vain yksi alkio, silla G
on Hausdorff-avaruus. Nyt jos f(a) = f(b), niin aN = bN kaikilla N <, G, joten

a'be () N={1},
NG
eli a = b ja f on injektio.

Vield on naytettava, ettd f on homeomorfismi. Tatd varten riittaa nayttaa, etta f
on jatkuva, silld G on kompakti ja L on Hausdorff-avaruus.

Muotoa py' ({N}) olevat joukot muodostavat alkion 1 ympéristdesikannan ryhméssi
L, jossa py on projektio L — G/N. Koska fm alkukuva joukosta py' ({N}) on N,
joka on siis avoin, niin Lauseen 7.4 nojalla f on jatkuva. O]

Sulkeuman voi méarittda proaarellisessa ryhméssé seuraavan muotoilun avulla.
Lause 7.9. Olkoon G prodarellinen ryhmda ja X C G. Tdlloin joukon X sulkeuma on
X =(W{XN | N <, G}. Erityisesti, jos H on aliryhmd, niin H = ({K|H < K <, G}.

Todistus. Olkoon x € G. Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

l.xe X
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2. NN X # 0 kaikilla N <, G. (Joukot N muodostavat alkion x ympéristo-
kannan.)

3. Kaikilla N <1, X on olemassa y € X, jolle y € xN.
4. Kaikilla N <1, X on olemassa y € X, jolle z € yN.
5. Kaikilla N <1, X patee v € XN.

6. €[ {XN|N <, G}

Taman perusteella vaite on ilmeinen. Il

8 Proaarelliset ryhmat Galois-ryhmina

Esitelldan nyt yhteys Galois-ryhmien ja prodarellisten ryhmien vélilla. Tasséa luvussa
osoitetaan, etta Galois-ryhmat ovat aina proaarellisia ja toisaalta kaikki prodarelliset
ryhmat ovat Galois-laajennusten Galois-ryhmia.

Olkoon K/F Galois-laajennus. Télloin K on yhdiste dérellisistd normaaleista laa-
jennuksista muotoa K; = F(xy,...,x,), jossa z1,...,z, ovat jonkin F-kertoimisen
polynomin juuret. Indeksit i voidaan jarjestaa sisaltymisen mukaan, eli ¢ < j, jos ja
vain jos K; C K. Joukko (K;); on talldin suunnattu joukko, silld kahden téllaisen
laajennuksen yhdiste sisaltyy aina johonkin kolmanteen:

F(zy,...,2.)UF(2pq1,...,25) C F(x1,...,24).

Jos K ja K; ovat K{/F:n &érellisid normaaleja alilaajennuksia ja K; < Kj, niin kun-
nan K; jokainen F-automorfismi voidaan rajoittaa K;mn F-automorfismiksi. Nain
saadaan kuvaus ¢;; : Gal(K;/F) — Gal(K;/F). Koska kaikki kuvaukset ¢;; ovat
rajoittumia, niin selvésti patee ;; o ;i = @i kaikilla 7 < j < k.

Lause 8.1. Jos K/F on Galois-laajennus, niin sen Galois-ryhmd on
Gal(K/F) = liLnGal(Ki/F),

jossa suunnattu joukko (K;)ier sisdltdd kaikki ne laajennuksen K/F alilaajennukset
K;, joille K;/F on ddrellinen normaali laajennus. Erityisesti Gal(K/F) on prodd-
rellinen.

Todistus. Olkoon o € K mielivaltainen alkio ja f(t) € F[t] sen minimaalipolyno-
mi. Talléin f(¢):n juurikunta on F:n dérellinen normaali laajennus K;, joka sisél-
taa a:n. Toisin sanoen kaikki K:n alkiot kuuluvat johonkin alikuntaan K, joten

K= Uie[ K.

Maaritellaan homomorfismi

[ Gal(K/F) — lim Gal(K;/F),
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jolle f(¢); on automorfismin ¢ rajoittuma kunnalle K;. Lauseen 6.2 nojalla f on
ryhmien isomorfismi. Naytetdaan viela, etta f on myo6s topologisten ryhmien isomor-
fismi, eli ettd f on lisdksi homeomorfismi.

Muistetaan, ettd ryhmét Gal(K/K;), jossa K; on kunnan F' &érellinen normaali laa-
jennus, muodostavat alkion 1 ympéristokannan topologisessa avaruudessa Gal( K/ F).
Jokainen kantajoukko Gal(K/K;) kuvautuu joukoksi alkioita (g;);es, jossa kompo-
nentti g; € Gal(K;/F) on 1, eli f(Gal(K/K;)) = p;*({1}). Joukot p;*({1}) muo-

dostavat alkion 1 ympéristdesikannan avaruudessa lim Gal(K;/F).

Siis 1:n ympéristokanta ryhméssid Gal(K/F) kuvautuu 1:n ympéristdesikannaksi
ryhméssi lim Gal(K;/F). Néin ollen f on Lauseen 2.1 nojalla jatkuva ja avoin bi-
jektio, eli homeomorfismi.

Huomataan vield, ettd laajennukset K;/F ovat dérellisia Galois-laajennuksia, joten
Lauseen 5.3 nojalla kaikki Gal(K;/F') ovat dérellisid. Siis Gal(K/F') on proééarelli-
nen. O]

Lause 8.2. Olkoon K/F Galois-laajennus ja G sen Galois-ryhmd. Tdlldin aliryhmd
H < G on suljettu, jos ja vain jos se on muotoa H = Gal(K /L) jollain kuntien K
ja F wvalissa olevalla kunnalla L.

Todistus. Jos L on K:m ja F:n vilissd oleva kunta, niin laajennus K /L on Galois-
laajennus. Téll6in Gal(K/L) on Lauseen 8.1 nojalla kompakti. Téstd seuraa, etté
Gal(K/L) on G:n suljettu osajoukko.

Olkoon nyt H jokin G:n suljettu aliryhma ja L sen kiintokunta. Nyt L on laajennuk-
sen K/F alilaajennus ja K/L on Galois-laajennus. Nyt H selvésti siséltyy ryhméan
Gal(K/L), silla H kiinnittda L:n. Jos H on tihed Gal(K/L):ssé, niin silloin on oltava
H = Gal(K/L), koska H on suljettu.

Néytetaan, ettd H on tihed ryhméssid Gal(K/L). Tata varten riittdd nayttaa, etté
kaikilla ¢ € Gal(K/L) pétee

oGal(K/N) N H #0 (6)

aina, kun N C K on L:n dérellinen normaali laajennus, koska sivuluokat ¢Gal(K/N)
muodostavat ryhmén Gal(K /L) topologian kannan. Yhtalé (6) on yhtépitavéd sen
kanssa, ettd on olemassa 7 € H, jolle 7|x = ¢|n.

Koska N/L on normaali laajennus, niin kaikilla 7 € H pétee 7|y € Gal(N/L).
Huomataan, ettd Lauseen 5.3 nojalla ryhméa Gal(N/L) on dérellinen. Ryhmén Hy =
{7|n | 7 € H} kiintokunta on L, joten Hy = Gal(N/L). Koska ¢|y € Gal(N/L) =
Hy, niin on olemassa 7 € H, jolle 7|y = ¢|y. Ryhméa H on siis tihed Gal(K/L):ssé,
joten H = H = Gal(K/L). O

Lause 8.3. Jokaiselle prodadrelliselle ryhmdlle G on olemassa sellaiset kunnat K ja
L, etta K on L:n Galois-laajennus ja Galois-ryhmd Gal(K /L) on isomorfinen ryh-
man G kanssa. Lisaksi, jos F' on mielivaltainen kunta, niin kunnat K ja L voidaan
valita nun, etta FF < L < K.
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Todistus. Merkitaan S:114 joukkojen G/ N erillista yhdistettd, jossa N kéy lapi kaikki
G:n avoimet normaalit aliryhmét. Olkoon F' annettu kunta ja K = F(t;), jossa
symbolit ¢, ovat riippumattomia muuttujasymboleita, kun s € S. Toisin sanoen K
on muuttujien t, rationaalilausekkeiden kunta.

Ryhma G toimii joukossa S vasemmanpuoleisella kertolaskulla: jos g € GjahN € T,
niin g(hN) = ghN. Toiminta voidaan laajentaa my6s kuntaan I, jolloin g(ts) = tgs.
Talloin saadaan homomorfismi 6 ryhmasta G kunnan K automorfismien ryhmaén:
(0(g))(x) = g(x). Sen ydin on kaikkien avointen normaalien aliryhmien leikkaus, joka
on Lauseen 7.7 ja Hausdorffin ehdon nojalla triviaali. Toisin sanoen € on injektio.

Osoitetaan, ettda G:n toiminnassa radat ovat aarellisia. Jos x € K, niin = on ratio-
naalilauseke, jossa esiintyy vain aarellinen méaara muuttujia. Oletetaan, etta lausek-
keessa z esiintyvien muuttujien joukko on {ts,,...,ts }, jossa s; = ¢;N;. Télléin
alkion x vakauttaja GG, sisaltda avoimen ryhman Ny N ---N N,, joten se on itsekin
avoin. Lauseen 7.2 nojalla G,:n indeksi on &arellinen ja rata-vakauttajalauseesta
seuraa, etta x:n rata on aarellinen.

Olkoon L ryhmén §(G) kiintokunta eli
L={xe K|g(z)=xVgeG}

Jos x € K on mielivaltainen alkio, niin yllaolevan perusteella sen rata on aarellinen,
olkoon se {x1,...,z,}. Nyt polynomin
F) =] =)
i=1
kertoimet ovat kunnassa L, koska ¢(f(t)) = f(t) kaikilla ¢ € G. Polynomin f(t)
arvo z:114 on f(z) = 0, koska z tietenkin kuuluu omaan rataansa. Néin ollen x on
algebrallinen yli kunnan L ja K/L on algebrallinen laajennus. Koska L on automor-
fismiryhmén 6(G) kiintokunta, niin K/L on Lauseen 5.2 nojalla Galois-laajennus.

Olkoon H = Gal(K/L) sen Galois-ryhma.

Tavoitteena on nyt nayttaa, ettd G on topologisena ryhméana isomorfinen H:n kans-
sa. Osoitetaan, etta kuvaus 6§ : G — H on jatkuva. Jos U on H:n avoin nor-
maali aliryhma, niin sen kiintokunta on L:n aarellinen laajennus, merkitaan sita
L(z},...,2.). Nyt 071(U) D i, Gz, joka on avoin, joten #~*(U) on avoin. Ku-
vaus ¢ on siis Lauseiden 7.7 ja 7.4 nojalla jatkuva, ja koska G on kompakti, niin
sen kuva 0(G) on suljettu. Ryhmé G on kompakti ja #(G) Hausdorff-avaruus, joten
jokainen jatkuva bijektio G — 6(G) on homeomorfismi. Erityisesti § on homeomor-
fismi.

Koska 6#(G) on H:n suljettu aliryvhmé ja L on sen kiintokunta, niin Lauseen 8.2
nojalla 0(G) = Gal(K/L) = H. O
8.1 Esimerkki: A#rellisen kunnan algebrallinen sulkeuma

Nyt on kehitetty riittavasti koneistoa, jotta voidaan laskea aarellisen kunnan [F,
absoluuttinen Galois-ryhma. Tama tarkoittaa ryhmaa Gal(IFglg JF,), jossa ]F;lg on
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kunnan F, algebrallinen sulkeuma. Maaritellaan tama seuraavaksi.

Maaritelma. Olkoon F' kunta. Sen laajennus K D F on F:n algebrallinen sulkeu-
ma, jos K/ F on algebrallinen laajennus ja K:lla ei ole aitoa algebrallista laajennusta.

Ehto, ettda K:lla ei ole aitoa algebrallista laajennusta on yhtapitava sen kanssa, etta
jokaisella polynomilla f(t) € KJt], joka ei ole vakio, on juuri K:ssa. Nimittain, jos
néin ei olisi, niin voitaisiin muodostaa K:n algebrallinen laajennus, jossa f(t):114
olisi juuri.

On tunnettua (katso [8]), ettd jokaisella kunnalla on algebrallinen sulkeuma ja etté
se on F-isomorfiaa vaille yksikasitteinen.

Tarkastellaan, millaisia algebrallisia laajennuksia kunnalla [F,, voi olla, kun p on al-
kuluku. Jos K/F, on algebrallinen laajennus, niin jokainen x € K on jonkin poly-
nomin f(t) € F,[t] juuri. Talloin F,(x) on kunnan F, dérellinen laajennus, joten se
on itsekin &érellinen kunta. Tarkemmin sanoen F,(x) = Fyn, jossa n = deg(f(t)).

Koska sama patee jokaiselle x € K, niin itse asiassa K on yhdiste aarellisista kun-

nista
K =|JF,
nes
jollekin joukolle S C Z, . Nain ollen suurin mahdollinen F,:n algebrallinen laajennus
on kaikkien tallaisten kuntien yhdiste, joka on siis [F,:n algebrallinen sulkeuma

o.)
alg
F9 = ) Fype.
n=1

Kunnille Fj» ja Fym pétee, ettd Fyn C Fym, jos ja vain jos n|m. Jokainen automor-
fismiryhmé Gal(F,. /F,) on syklinen n:m alkion ryhmé C,,. Niin ollen Lauseen 6.2
nojalla

Gal(Fg" /IF,) = lim C,,.
Tassa siis kaanteisessa jarjestelméssa ryhmalta €, on luonnollinen surjektio ryh-
mille C,,, kun n|m.

Ryhmaa th C,, merkitaan yleensa Z ja sita kutsutaan kokonaislukujen prodgarellisek-
st taydellistymaksi. Sen alkioita voi kuvata eraénlaisilla Cauchy-jonoilla kokonaislu-
kujen joukossa: jono (a,) on Cauchy-jono, jos kaikilla m € Z, on olemassa N, jolle
a; = a; (mod m) kaikilla ¢, j > N.

Samaistetaan jonot (a,) ja (by), jos kaikillam € Z, on olemassa N, jolle a,, = b,, (mod m)
kaikilla n > N. Kun otetaan néin saadun ekvivalenssirelaation luokat, saadaan ryh-
maé, joka on isomorfinen Z:n kanssa.

9 Nottinghamin ryhma

Tutkitaan seuraavaksi yhta esimerkkia pro-p-ryhmasta. Topologinen ryhma G on
pro-p-ryhmd, jos se on proaarellinen ja sen jokaisen avoimen normaalin aliryhman
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indeksi on alkuluvun p potenssi. Yhtapitavasti G on kadnteinen raja aarellisista
p-ryhmista.

Kiinnitetaan ensin alkuluku p. Nottinghamin ryhméan N alkiot ovat potenssisarjoja,
joiden kertoimet ovat kunnassa IF,. Ryhman laskutoimituksena ei ole yhteen- eika
kertolasku, vaan sijoittaminen. Ryhméa N sisdltdd kaikki ne kunnan F,[[t]] alkiot,
joiden vakiotermi on 0 ja ensimmaisen asteen termin kerroin on 1. Toisin sanoen

N={t+f(t) | f(t) € F[[e]]}.

Laskutoimitus on sijoitus, eli jos f, g € N, niin fg = f(g). Tama on hyvin méaritelty,
silla kaikkien sijoitettavien vakiotermi on 0. Tulos fg myos kuuluu joukkoon N; silla
jos £(t) = t+£2£1(t) ja g(t) = t + g, (1), niin

fg(t)) = (t +Ea:(t) + (t + 201(1))* f1(9(1))
=t+1* (u(t) + (L +tq:1(1)* fr(g(1)) € N.

Lauseen 3.5 nojalla laskutoimitus on liitAnnainen. Ryhman N neutraalialkio on po-
tenssisarja t. Jos f(t) = t+t2fi(t) € N, niin alkion f kdanteisalkion g(t) = t+t2g;(t)
tulee toteuttaa f(g(t)) = g(f(t)) = t. Kirjoitetaan auki yhtalo f(g(t)) = t:
t+ 17 (1) + (1 + toa (1) (g (1)) =t
Sg1(t) = —(1+ 1o ()2 f1(t + g1 (1))
Merkitaan
L(gi(t)) = —(1+tgi(t)* fi(t + 1 (2)).
Nyt alkion f () kéénteisalkion l6ytadminen vaatii funktion L : IF,[[t]] — F,[[¢]] kiinto-

pisteen 16ytamistd. Lauseen 3.6 avulla ndhdéén, etté jos k(t) = h(t) (mod t™), niin
L(k(t)) = L(h(t)) (mod t"*1). Toisin sanoen

L(K(D) — L] < GIk(D) — h(o)

kaikilla k(t), h(t) € F,[[t]]. Kuvaus L on siis kontraktio, joten Banachin kiintopis-
telauseen nojalla silld on yksikésitteinen kiintopiste joukossa F[[¢]]: merkitadn sité
g1(t):114 ja valitaan g(t) =t + t2g,(t) € N.

Aiemman nojalla nyt siis patee fg = t. Viela pitaé osoittaa, etta tasté seuraa gf = t.
Koska laskutoimitus liitdnnéinen, niin pétee (gf)g = g(fg) = g = tg. Jos onnistu-
taan todistamaan, ettd kuvaus x — xg on injektio, niin saadaan ¢f = t. Halutaan
siis néyttad, ettd sijoitushomomorfismi hy : Fp[t] — F,[t], jolle hy(f(2)) = f(9(t)),
on injektio kaikilla g € N.

Lemma 9.1. Jos g € N, niin sijoitushomomorfismi hy, on injektio.

Todistus. Olkoon g(t) = t(1+tg:(t)). Naytetddn, ettd Ker(h,) = {0}. Olkoon k(t) =
> iz @it’ € Fy[[t]] \ {0}. Valitaan pienin n, jolle a, # 0. Nyt

he(k()) = k(g(1)) = ant™ (1 + 1g1(1))" + Z ait'(1+1tg1(t))" = axt™  (mod ¢"1),

ja toisaalta a,t™ # 0 (mod ¢"*1). Siis h,(k(t)) # 0, eli k(t) ¢ Ker(h,). O
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Nyt Lemman 9.1 ja yllaolevan nojalla N on ryhma.

Koska N C F,[[t]], niin F,[[¢]] indusoi N:lle topologian, jonka kanssa N on Hausdorft-
avaruus. Osoitetaan, ettda N on myos topologinen ryhma.

Lause 9.2. Ryhmd N on topologinen ryhmd, kun sille annetaan joukosta F,[[t]]
peritty topologia.

Todistus. Olkoon n > 1. Lauseen 3.6 nojalla projektiokuvaus p, renkaalta F,[[t]]
sen tekijarenkaalle F,[[t]]/(t") on kuvaus, joka siilyttdd potenssisarjojen sijoituk-
sen. Kun rajoitetaan p, ryhmiélle N, niin sen kuva on talldin ryhmé N/(¢"), jossa
laskutoimituksena on edelleen sijoitus. Kuvaus p,, on homomorfismi ryhmaltda N
ryhmille N/(t").

Huomataan, ettd ryhméssa N patee |f — g| < 27", jos ja vain jos p,(f) = pn(g). Jos
f.g € N, joille p,(f) = pa(g), niin myds

pn(f71> = pn(f)71 = pn(g)il = pn<gil)'

Niin ollen |f~! — g7 < |f — g| ja kuvaus f — f~! on jatkuva. Vastaavasti myos
N:n kertolasku on jatkuva. m

Lause 9.3. Ryhmd N on prodarellinen.

Todistus. Koska Fp[[t] on topologisena avaruutena homeomorfinen tulon F)) kanssa,
niin se on Tihonovin lauseen nojalla kompakti. Joukko N on I, [[t]]:n kuva jatkuvassa
kuvauksessa f +— t + t2f, joten N on kompakti. Selvisti se on myds Hausdorff-
avaruus.

Koska jokainen joukko muotoa f + t"FF,[[t]] on avoin ja suljettu, niin Lauseen 7.5
nojalla N:n kaikki yhtendiset joukot ovat yksioita. Ryhma N on siis tdysin epayhte-
nainen. O

Huomataan, etté joukot ¢ + t"F,[[¢]], jossa n > 2, ovat N:n aliryhmié ja muodosta-
vat t:n ymparistokannan. Siis jokainen avoin aliryhma sisaltda jonkin tata muotoa
olevan ryhmén. Aliryhmén ¢ + ¢"F,[[¢]] indeksi on p"~2, joten jokaisen avoimen ali-
ryhmaén indeksi on p:n potenssi. N on siis pro-p-ryhma.

Nottinghamin ryhméé voi myés ajatella renkaan [, [[t]] automorfismiryhméné. Tél-
16in samaistetaan f € N sijoitushomomorfismin h; kanssa. Huomataan, etta ku-
vauksen hy kaanteiskuvaus on hy-1, joten sijoitushomomorfismit ovat bijektioita ja
siis automorfismeja.

Voidaan osoittaa (katso [7, luku 6]), ettéd jokainen F,[[¢]]:n automorfismi voidaan laa-
jentaa yksikésitteiselld tavalla kunnan F,((¢)):n automorfismiksi, eli ryhmét Aut(F,[[¢]])
ja Aut(F,((¢))) ovat isomorfisia. Ndin Nottinghamin ryhmé on myos Aut(F,((¢))):n
aliryhma. Sen radat ovat kuitenkin darettomia, joten se ei ole minkaan algebrallisen
laajennuksen Galois-ryhma.
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Galois-laajennuksen maaritelmé voidaan yleistaa siten, ettei laajennuksen tarvitse
olla algebrallinen. Talloin mééaritelldédn, ettd K /F on Galois-laajennus, jos F' on jon-
kin ryhmén G < Aut(K) kiintokunta. TAmé on Lauseen 5.2 nojalla algebrallisille
laajennuksille yhtapitava luvussa 5 annetun maaritelméan kanssa. Taman maéaritel-
man mukaan myos N on Galois-ryhma.

10 Haarin mitta

Esitellaan nyt, miten jokaiselle proaarelliselle ryhmélle voidaan maaritelld siirtoin-
variantti todennakoisyysmitta. Sita kutsutaan Haarin mitaksi.

Osoitetaan ensin aputulos siitd, miten avoimet suljetut joukot voidaan esittaa.

Lemma 10.1. Olkoon G prodadrellinen ryhmd. Jos C C G on avoin ja suljettu
joukko, niin C on muotoa

n
C = U l'iN,
i=1
jossa N on G:n avoin normaali aliryhma.

Todistus. Lauseen 7.7 nojalla jokainen avoin joukko on yhdiste avointen normaalien
aliryhmien sivuluokista. Koska C' on myos suljettu, niin se on kompakti ja néain ollen
C on aérellinen yhdiste C' = U?:l x;N;, jossa kaikki N; ovat G:n avoimia normaaleja
aliryhmia. Merkitaan N = NyN---N N, jolloin N on myo6s avoin normaali aliryhma.
Koska jokainen z;N; on aarellinen yhdiste N:n sivuluokista, niin myoés C' on tata
muotoa. O

Maaritelma. Topologisen avaruuden X Borel-algebra on pienin o-algebra, joka
sisaltaa kaikki avoimet joukot. Borel-algebran joukkoja kutsutaan Borel-joukoiksi.

Lause 10.2. Olkoon G proddarellinen ryhmd. Merkitain G:n Borel-algebraa B:lld.
Talloin on olemassa mitta p: B — R, jolla on seuraavat ominaisuudet:

o u(G)=1

e 1 on sirtoinvariantti: jos S € B ja x € G, niin u(S) = u(aS) = p(Sa).

e Jos U C G on avoin epdtyhjd joukko, niin pu(U) > 0.
Todistus. Madritelladn Haarin mitta samaan tapaan kuin Lebesguen mitta (kat-
so [5]): méadritelladn ensin kaikille joukoille ulkomitta, ja sen jilkeen rajoitutaan
mitallisiin joukkoihin.
Merkitaan Bg:lla niiden joukkojen perhetté, jotka ovat avoimia ja suljettuja. En-

sin maaritelladn mitta joukoille C' € By: tallaiset joukot ovat Lemman 10.1 nojalla
muotoa C' = |J", x;N, jossa N on avoin normaali aliryhmé. Jos sivuluokat x;N



32

ovat erillisid, niin médritellddn po(C) = m/[G : N|. Koska mitasta halutaan siir-
toinvariantti, niin tdma on ainoa mahdollinen tapa maaritelld joukon C' mitta.

Osoitetaan, etta o on hyvin maaritelty. Jos C' € B on esitettavissa kahden avoimen
normaalin aliryhmén N ja N avulla, niin C' = |J;-, 2;N joillain z; € G. Téssé voi-
daan olettaa, ettda N’ < N. Merkitdan N’":n sivuluokkien edustajia N:ssi yq, ..., Y,

jossa k = [N : N'|. Télloin

m k

C = U U .’Ij'iyle,

i=1j=1

joten laskettuna N’:n mukaan
wo(C) =mk/[G: N'] =mk/(|G: N][N : N']) =m/[G : NJ,

joka on sama kuin N:n mukaan laskettuna. Kuvaus pg on siis hyvin maaritelty.
Huomataan, ettd By on joukkoalgebra ja jiy : Bg — R on additiivinen joukkofunktio:
jos A, B € By ovat erillisié, niin po(AU B) = po(A) + po(B).
Laajennetaan p avoimiin joukkoihin: jos U C GG on avoin, niin maaritellaan

1 (U) = sup{po(C) | C € By, C C U}

Selvasti p; on sisaltymisen suhteen monotoninen ja sen rajoittuma By:lle on py.

(1 on subadditiivinen. Olkoot U ja V avoimia joukkoja ja € > 0. Valitaan
C € By, jolle ug(C) > py (U U V) — e. Lauseen 7.7 nojalla By on G:n topologian
kanta, joten U ja V ovat yhdisteitd Bgy:n joukoista. Olkoon U = |J Dy ja V = |J D,
jossa D; C By. Koska C' on kompakti ja C' C [J(D1UD,), niin on olemassa déarelliset
Dl C Dy, joille C' C |Y(D} U D}). Talloin joukot C! = |J D, € By ovat erillisia ja
toteuttavat C' C C] U C4 sekd C7 C U ja C) C V. Nyt pétee

(U UV) < o(C) + € < po(C) + po(C3) + € < pa(U) + (V) + e
Koska € valittiin mielivaltaisesti, niin p (U U V) < g (U) + p(V).

11 on additiivinen. Naytetaan, etta jos U ja V ovat erillisia avoimia joukkoja,
niin niille patee u1(U UV) = puy(U) + p (V). Olkoon e > 0. Valitaan sellaiset
C, D € By, joille C C U, D C V seké uo(C) > pu1(U) —€/2 ja (D) > p1 (V) —€/2.
Nyt C' ja D ovat erillisia, joten po:n additiivisuuden nojalla

i (U) + (V) < po(C) + po(D) + e = po(CUD) + e < iy (UUV) + €
Koska € valittiin mielivaltaisesti, niin p; (U) + p1 (V) = (U U V).
Madritelladn seuraavaksi mielivaltaisen joukon ulkomitta. Jos A C G, niin sen ulko-
mitta maaritellaan

p*(A) =inf{u(U) | AC U, U avoin}.

Infimum otetaan siis kaikista avoimista joukoista, jotka sisaltavit joukon A. Koska
aina patee A C G ja pu1(G) = 1, niin kaikkien joukkojen ulkomitta on korkeintaan 1.
Koska g1 on monotoninen, niin p* rajoitettuna avoimille joukoille on .
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1* on ulkomitta. On helppo nahda, etta p* toteuttaa ulkomitan ehdot:
o 1*(0)=0
e Jos A C B, niin pu*(A) < p*(B).
e Jos A; C G kaikilla 7 € N, niin

M*(U A) < Z 1 (As).

Vain viimeinen kohta ei ole itsestadn selva. Olkoot A; C G kaikilla i € N ja € > 0.
Valitaan sellainen avoin U, jolle A; C U; ja puy (U;) < p*(A;) + /271, Nyt

p(JA) <m((JU) <D w(A) +e
1€N 1€N ieN
Koska e valittiin mielivaltaisesti, niin p* (e Ai) < D ey 1 (4A)-

Mitalliset joukot. Nyt voidaan maéritelld, etta joukko A C G on mitallinen, jos
kaikilla X C G patee

pHX) = P (X OVA) + (X A).

Merkitaan M:11a kaikkien G:n mitallisten osajoukkojen perhetté. On tunnettua, etta
M on talloin o-algebra ja p* rajoitettuna M:lle on mitta (katso [1, Lause 9.22]).

Haluamme nayttaa, etta kaikki Borel-joukot kuuluvat M:n. Naytetaan ensin, etta
By € M. Olkoon C' € By. Jos A C G ja U on avoin joukko, joka siséltaa A:n, niin
UNC jaU\ C ovat erillisia avoimia joukkoja. Talloin

mU) =mUNC)+mU\C) =2 p (ANC) +p* (AN C).
Tama siis patee kaikilla avoimilla U, jotka siséltavat joukon A. Kun otetaan infimum
kaikista avoimista U, jotka siséltévit A:n, saadaan p*(A) > p*(ANC)+ p*(A\C).
Painvastainen epéayhtélo pitdd aina paikkansa, silla p* on ulkomitta. Siis p*(A) =
p (AN C) 4 p*(A\ C) ja C on mitallinen.
Néytetdan nyt, etta kaikki avoimet joukot ovat mitallisia. Olkoon U avoin, A C G
ja € > 0. Koska U on avoin, niin p;:n maaritelman nojalla on olemassa C' € By,
jolle C' C U ja u1(C) = po(C) > 1 (U) — €. Tall6in joukot C' ja U \ C ovat erillisia
avoimia joukkoja, joten niille patee 1 (U) = u1(C) + p1 (U \ C) eli 1y (U \ C) < e.
Nyt joukolle A patee:

pr(A) < p (ANU) + p"(A\NU) < (AN U\ C)) + 1 (ANC) + p* (AN C)
<e+p (ANC)+p (A\C) = e+ p*(A).
Viimeinen epéayhtalo seuraa siita, ettd C' on mitallinen. Koska e valittiin mielivaltai-
sesti, niin p*(A) = p*(ANU) + p*(A\ U) ja U on mitallinen.

Perhe M siis siséaltaa avoimet joukot. Koska M on o-algebra, niin se sisaltda kaikki
Borel-joukot. Nyt p = p*|5 on mitta. Konstruktiosta on selvda, ettd p on siirtoin-
variantti ja ettd u(G) = 1. O
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